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本 书 介绍 黎 曼 曲面 的 基本 理论 ， 对 于 一 般 黎 曼 曲 面 主 要 ， 
讨论 单 值 化 定理 ， 对 于 紧 致 黎 曼 曲 面 则 主要 围绕 Riemann- ， 
Roch 公式 的 证 明和 应 用 展开 讨论 . 全 书 共 分 五 章 , 第 一 章 介 } 
绍 复 分 析 中 的 一 些 预备 知识 并 证 明 Riemann 映照 定理 . 第 二 
章 利用 Perron 方法 给 出 单 连通 黎 曼 曲面 的 分 类 ， 即 单 值 化 定 
理 . 第 三 章 给 出 Riemann-Roch 公式 的 经 典 证 明 , 并 讨论 这 个 
公式 的 大 量 应 用 . 第 四 章 引入 全 纯 线 从 ， 层 和 层 的 上 同调 的 
概念 ， 并 利用 这 些 概念 重新 将 Riemann-Roch 公式 解释 为 一 
个 指标 公式 . 第 五 章 讨 论 黎 曼 曲面 以 及 全 纯 线 从 上 Hermite 度 
量 的 几何 性 质 ,， 并 介绍 Hodge 定理 ,， 对偶 定理 和 和 消 没 定理 . 
这 些 定理 都 可 以 推广 到 高 维 的 复 流 形 上 . 

本 书 结合 了 几何 和 分 析 的 观点 , 语言 简洁 ， 内 容 丰 富 , 适合 
自学 . 在 引进 抽象 的 概念 时 ， 往往 辅 以 许多 具体 的 实例 来 说 明 
问题 . 掌握 了 黎 曼 曲 面 上 的 这 些 抽象 概念 以 后 读者 可 以 自然 地 
过 渡 到 一 般 复 流 形 的 学 习 . 同 时， 本 书 可 以 作为 研究 复 几何 和 
代数 几何 相关 领域 的 入 门 读物 . ， 
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经 过 近 20 年 的 发 展 , 中 国 数学 取得 了 长 足 的 进步 。 中 国 在 数学 
后 备 人 才 培 养 和 学 术 交 流 等 方面 做 出 了 不 少 突出 的 成 绩 , 成 为 国际 数 
学 界 不 可 忽视 的 力量 。 每 年 , 全 国 各 大 高 校 、 科 研 院 所 举办 的 各 类 数 
学 暑期 学 校 、 讲 座 、 讨 论 班 , 既 有 基础 数学 知识 的 讲授 , 也 有 最 新 国际 
前 沿 研究 的 介绍 , 受到 师 生 、 学 者 的 热烈 欢迎 。 这 些 学 术 活动 不 仅 帮 
助 广大 师 生 、 科 研 人 员 进 一 步 夯实 数学 基础 , 也 为 他 们 提供 了 一 个 扩 
展 视野 、 接 触 数学 前 沿 的 绝 佳 机 会 , 对 中 国 现代 数学 的 发 展 起 到 了 重 
要 的 推动 作用 。 

在 中 央 政 府 和 北京 大 学 的 支持 下 , 北京 国际 数学 研究 中 心 于 2005 
年 成 立 。 北京 国 际 数 学 研究 中 心 借助 自身 的 独特 优势 , 每 年 邀请 众多 
国际 一 流 数 学 家 前 来 参加 或 主持 学 术 活 动 , 在 国内 外 产生 了 广泛 影响 。 
北京 国际 数学 研究 中 心 与 北京 大 学 数学 科学 学 院 密切 合作 , 每 年 通过 
“特别 数学 讲座 ”、 教育 部 “拔尖 人 才 ” 计 划 等 形式 , 邀请 国际 著名 数学 
家 前 来 做 系列 报告 , 讲授 基础 课程 , 与 师 生 互动 交流 , 反响 热烈 。2009 
年 , 北京 国际 数学 研究 中 心 启动 “研究生 数 学 基础 强化 班 ”, 在 全 国 各 
大 高 校 挑选 优秀 研究 生 和 高 年 级 本 科 生 到 北京 大 学 进行 一 个 学 期 的 集 
中 学 习 , 这 亦 是 我 们 人 才 培 养 的 一 个 新 的 尝试 。 目 前 , 已 有 不 少 “ 强 化 
班 ”的 学 生 取 得 了 前 往 世 界 著 名 院 校 学 习 的 机 会 。 毋 庸 置疑 , 北京 大 
学 数学 学 科 在 学 术 交 流 和 人 才 培 养 方面 取得 了 很 多 卓有成效 的 经 验 ， 
做 出 了 令 人 瞩目 的 成 绩 。 

“北京 大 学 现代 数学 丛书 ”主要 面向 数学 及 相关 应 用 领域 的 高 年 
级 本 科 生 、 研 究 生 以 及 科研 人 员 ， 以 北京 大 学 优秀 数学 讲座 、 暑 期 学 
校 、 研 究 生 数学 基础 强化 班 " 等 广 受 师 生 好 评 的 项 目 活动 的 相应 讲义 
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为 基础 内 容 , 同时 也 吸收 了 其 他 高 校 的 优秀 素材 。 我 们 希望 “北京 大 学 
现代 数学 丛书 ”能 帮助 青年 学 生 和 科研 人 员 更 好 地 打 实 数学 基础 , 更 
深刻 地 理解 数学 前 沿 问题 , 进而 更 有 效 地 提高 研究 能 力 。 


刚 
2012 年 10 月 10 日 
北京 大 学 镜 春 园 
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黎 曼 曲面 的 理论 可 以 回溯 到 Riemann ( 黎 曼 ), Jacobi, Abel, Weier- 
strass, Hurwitz 等 人 所 做 的 基础 性 贡献 . 自从 HH. Weyl 在 1913 年 给 出 
抽象 黎 曼 曲面 的 近代 定义 以 来 , 微分 流 形 以 及 基于 微分 流 形 的 几何 学 
和 拓扑 学 取得 了 车 勃 的 发 展 , 许多 经 典 的 结果 以 新 的 面目 出 现 并 得 到 
了 极 大 的 推广 , 近代 的 分 析 工 具 , 代数 工具 , 几何 和 拓扑 工具 在 这 个 过 
程 逐渐 发 展 和 融合 . 通过 学 习 黎 曼 曲 面 , 可 以 初步 体会 近代 数学 的 思想 
和 方法 , 为 进一步 的 专门 化 学 习 和 研究 提供 有 益 的 帮助 . 

本 书 是 近 若 干 年 来 作者 在 南京 大 学 等 地 为 数学 系 高 年 级 本 科 生 
和 研究 生 讲 授 黎 曼 曲面 理论 而 逐渐 积累 起 来 的 一 份 讲义 . 黎 曼 曲面 可 
以 从 好 几 个 方面 来 学 习 和 研究 , 我 们 在 本 书 中 主要 采用 几何 分 析 的 观 
点 , 同时 也 兼顾 较 初步 的 代数 方法 . 本 书 主要 的 结果 是 单 值 化 定理 ， 
Riemann-Roch 公式 及 其 应 用 . 围绕 着 这 两 个 主要 结果 , 我 们 引入 了 近 
代 几 何 与 拓扑 的 若干 概念 . 这 些 概 念 以 及 我 们 所 采用 的 证 明 方法 大 多 
数 可 以 推广 到 高 维 的 情形 , 我 们 的 想法 是 读者 可 以 把 本 书 作 为 通 往复 
几何 甚至 代数 几何 的 一 个 小 小 阶梯 . 

本 书 主要 内 容 如 下 : 第 一 章 基本 上 是 关于 复 变 函数 的 简单 复习 ， 
其 中 给 出 了 单 值 化 定理 的 简单 情形 , 即 Riemann 映照 定理 的 证 明 . 这 
一 章 也 得 到 了 调和 函数 的 梯度 估计 和 Harnack 原理 . 我 们 所 采用 的 方 
法 可 以 推广 到 一 般 的 黎 曼 流 形 上 . 第 二 章 引入 了 抽象 黎 曼 曲面 的 定义 ， 
并 给 出 了 单 连通 黎 曼 曲面 的 分 类 ( 单 值 化 定理 ), 其 中 也 对 一 类 重要 的 
紧 致 黎 曼 曲面 黎 曼 环 面 加 以 了 分 类 . 证 明 单 值 化 定理 的 方法 是 
通过 调和 函数 (可 能 带 有 奇 点 ) 来 构造 特殊 的 全 纯 映射 , 而 调和 函数 的 
存在 性 是 通过 经 典 的 Perron 方法 获得 的 . 第 三 章 是 本 书 的 核心 内 容 之 
一 . 在 这 一 章 中 , 我 们 给 出 了 Riemann-Roch 公式 的 证 明 , 并 选择 了 若 
干 有 意思 的 应 用 加 以 介绍 . 我 们 选择 的 Riemann-Roch 公式 的 这 个 证 


iv 前 言 


明 也 是 经 典 的 , 它 涉及 某 些 给 定 奇 性 的 亚 纯 微 分 的 存在 性 . 这 种 亚 纯 
微分 的 存在 性 是 通过 Hodge 定理 获得 的 . 为 了 尽快 地 介绍 Riemann- 
Roch 公式 的 应 用 , 我 们 把 重要 的 Hodge 定理 的 证 明 放 在 本 书 的 附录 
B 中 . 通过 Riemann-Roch 公式 , 我 们 知道 了 紧 致 黎 曼 曲面 上 亚 纯 函 
数 的 丰富 性 , 也 证 明了 亚 纯 函 数 域 是 一 个 一 元 代数 函数 域 , 并 且 它 唯 
一 地 决定 了 黎 曼 曲面 本 身 ， 作为 例子 , 我 们 简单 介绍 了 黎 曼 环 面 上 的 
亚 纯 函数 , 它们 就 是 经 典 的 椭圆 函数 .通过 适当 地 挑选 亚 纯 函 数 , 我 
们 把 黎 曼 曲面 全 纯 地 和 骨 入 到 复 投 影 空 间 中 , 因此 可 以 从 代数 曲线 的 角 
度 来 研究 它们 . 我 们 还 介绍 了 计算 总 分 歧 数 的 Riemann-Hurwitz 公式 ， 
并 利用 它 简单 研究 了 超 椭 圆 型 的 黎 曼 曲面 . 接 下 来 我 们 介绍 了 曲面 上 
的 Weierstrass 点 , 得 到 了 Weierstrass 点 的 个 数 估 计 . 这 些 结果 又 被 应 
用 于 曲面 的 全 纯 自 同 构 群 . 特别 地 , 我 们 证 明了 亏 格 大 于 1 的 紧 致 黎 
曼 曲面 全 纯 自 同 构 群 的 阶 的 估计 . 作为 第 三 章 的 结束 , 我 们 还 介绍 了 
重要 的 双 线 性 关系 和 Jacobi 簇 , 证 明了 关于 主要 因子 的 Abel 定理 和 
Jacobi 逆 定 理 . 第 四 章 和 第 五 章 可 以 看 成 是 一 维 复 几何 的 一 些 入 门 介 
绍 , 主要 的 目的 是 将 Riemann-Roch 公式 重新 解释 为 一 个 指标 公式 . 围 
绕 着 这 一 目的 , 我 们 引入 了 一 维 复 几 何 的 一 些 基本 概念 . 例如 , 在 第 四 
章 中 , 我 们 介绍 了 曲面 上 的 全 纯 线 丛 , 讨论 了 因子 和 全 纯 线 从 之 间 的 关 
系 ; 然后 介绍 了 层 的 概念 , 引出 了 层 的 上 同调 群 , 分 析 了 几 种 不 同 的 上 
同调 群 之 间 的 关系 . 层 的 概念 是 在 研究 黎 曼 曲 面 和 更 一 般 的 代数 几何 
中 自然 出 现 的 , 我 们 这 里 只 做 了 简要 介绍 ,第 五 章 研究 全 纯 线 从 的 复 
几何 , 介绍 了 重要 的 Hodge 定理 , Serre 对 偶 定 理 及 消 没 定理 . 对 线 从 
的 第 一 陈 类 也 做 了 具体 介绍 , 并 证 明了 重要 的 Gauss-Bonnet 公式 . 
毫 无 疑问 , 这 样 一 本 小 册子 无 法 颤 括 关于 黎 曼 曲面 的 所 有 重要 结 
果 . 例如 , 关于 非 紧 的 黎 曼 曲面 只 研究 了 单 连通 的 情形 . 从 代数 曲线 的 
角度 来 理解 黎 曼 曲面 也 只 包含 了 零星 的 几 个 结果 . 最 重要 的 也 许 是 没 
有 介绍 黎 曼 曲面 上 的 双 曲 结构 和 复 结构 的 模 空 间 理论 , 因此 也 没有 引 
入 Teichmiiller 空间 . 我 们 希望 今后 能 继续 补充 编写 这 些 重要 的 结果 . 
阅读 本 书 前 如 果 具 有 微分 流 形 和 代数 拓扑 的 基础 可 能 会 对 读者 更 
有 帮助 . 当然 , 复 分 析 是 读者 必 备 的 预备 知识 . 作者 在 每 一 小 节 后 均 提 
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供 了 一 定数 量 的 习题 , 个 别 习 题 的 结论 甚至 在 后 面 的 正文 中 会 用 到 , 因 


此 习题 是 本 书 不 可 或 缺 的 重要 补充 . 

本 书 的 部 分 内 容 曾 在 扬州 大 学 的 讨论 班 上 讲 过 , 在 此 感谢 王 宏 玉 
教授 的 大 力 支 持 . 作者 也 感谢 南京 大 学 数学 系 的 历届 同学 们 在 教学 过 
程 中 所 提供 的 宝贵 意见 和 建议 . 本 书 在 写作 过 程 中 得 到 了 国家 自然 科 


学 基金 和 南京 大 学 的 资助 , 特 致谢 忱 . 


梅 加 强 
2011 年 5 月 于 南京 
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第 一 音 。” Riemann 映照 定理 


在 本 章 里 , 我 们 将 简单 复习 单 复 变 函 数 的 若干 知识 ， 从 Schwarz 
引 理 开始 , 然后 介绍 调和 函数 的 基本 性 质 , 最 后 给 出 Riemann 映照 定 
理 的 证 明 . 


81.1 Schwarz 引 理 


设 D CC 为 开 集 . 如 果 D 连通 , 则 称 D 为 C 中 的 区 域 . 这 时 D 
也 是 道路 连通 的 . 
设 D CC 为 开 集 , f :DD 一 C 为 复 函数 , zo e D. 若 极限 
1im f(z) — f(z0) 
z 一 20 之 一 20 
存在 ( 且 有 限 ), 则 称 f 在 zo 处 可 导 , 并 称 此 极限 值 为 f 在 zo 处 的 导 
数 , 记 做 f(z0). 
如 果 f :D 一 C 在 D 中 任何 一 点 处 均 可 导 , 则 称 f 为 D 中 的 全 
纯 函数 , 或 称 f 在 D 内 全 纯 . 记 f 的 实 部 和 虚 部 分 别 为 u, v, 则 了 为 
全 纯 函 数 的 充分 必要 条 件 是 wu, v 满足 如 下 的 Cauchy-Riemann 方程 : 


全 纯 函 数 的 定义 还 有 许多 其 他 的 等 价 形式 . 


平均 值 公式 ”车 函数 了 在 圆 盘 {z EC||z 一 a| < R} 内 全 纯 并 连 
续 到 边界 , 则 


27 
fa- 去 | fla+ re’®)dg, OrR, 
27 Jo 


即 f 在 圆心 处 的 值 等 于 它 在 圆 盘 边界 上 的 积分 的 平均 值 . 
由 此 立即 得 到 重要 的 最 大 模 原 理 : 
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最 大 模 原 理 ”车 函数 f(z) 在 区 域 D 内 全 纯 , 则 |f(z)| 在 DD 内 取 
不 到 最 大 值 , 除非 三 为 常 值 函 数 . 

关于 单 复 变 函数 的 一 个 特别 简单 而 优美 的 结果 是 如 下 的 Schwarz 
引 理 : 

定理 1.1.1 (Schwarz 引 理 ) ” 设 f 是 从 单位 圆 盘 人 = {z EC | 
|z|<1} 到 自身 的 全 纯 函 数 , 且 f(0) = 0, 则 

GO | oO) < 1; 

(ii) |f(z2)| < |zl, Vz €D, 
且 等 号 成 立时 , 存在 某 个 实数 0, 使 得 


FUz) = etz，VzeD. 
证 明 在 D 上 定义 新 的 函数 9 如 下 : 
z#0, 
g(z) = 
f'(0), 总 一 : 0, 
则 9 也 是 DD 中 的 全 纯 函 数 , 且 对 p < 有 


1 
a vze{zE€D||z|=p}. 


由 最 大 模 原理 得 
jl 二 vze{zeDllal gp 
令 p 一 1 就 知 |g(z) <1,vzeD. 
如 果 |F"(0)| = 1 或 |f(z)| = |z| (对 某 个 2 关 0), 则 9 在 了 的 内 部 
达到 最 大 模 , 从 而 由 最 大 模 原理 可 知 g(z) = c, 即 


用 ( 人 二 克 


显然 , |c| = 1. 因此 , c = ez@, 0 e 下. 口 
从 Schwarz 引 理 可 以 得 到 如 下 推论 , 其 证 明 留 作 练 习 . 
推论 1.1.2 (i) 设 f: BR(0) 一 已-(0) 是 从 半径 为 尺 的 圆 盘 到 半 
径 为 7 的 圆 盘 的 全 纯 函 数 . 如 果 f(0) = 0, 则 |f'(0)| < 7/R. 


81.1 Schwarz 引 理 3 


( 芝 设 :BR(0) 一 C 为 有 界 全 纯 函数 , 则 


FO < 页 sup 用 


(ii) (Liouville 定理 ) 设 f : C 一 C 为 有 界 全 纯 函 数 , 则 了 为 常 
值 函 数 . 

作为 Schwarz 引 理 的 进一步 应 用 , 下 面 我 们 来 找 出 单位 圆 盘 D 到 
自身 的 所 有 全 纯 的 一 一 映射 ( 即 全 纯 自 同 构 ). 

任 取 z ED, be 月 , 定义 


fzo :了 D 一 D， 


i SZ 0 
ze 


萄 8& 一】 


则 记 是 一 一 的 全 纯 映射 , 且 fs,(z0) = 0. 这 样 的 映射 称 为 Mabius 

定理 1.1.3” 如果 f: 了 DD 一 了 D 是 一 一 的 全 纯 映射 , 则 f 必 为 一 个 
Mobius 变换 . 

证 明 ” 设 f:D 一 了 DD 是 一 一 的 全 纯 映射 . 记 zo = f(0), 令 g(z) = 
fz (f(z)), 则 g :DD 一 了 D 也 是 一 一 的 全 纯 映 射 , 且 g(0) = 0. 由 Schwarz 
引 理 , 有 |g'(0)| < 1. 另外 , 9 的 逆 映 射 h : D 一 D 也 是 全 纯 函 数 , 且 
h(0) = 0, 从 而 同 理 有 | 性 (0)| < 1. 由 于 h(g(z)) 三 z, 对 > 求 导 数 , 有 


ji(0) .9 (0) = 1 


这 说 明 必 有 
lg'(0)| = IA(0)|=1. 


由 Schwarz 引 理 , 有 g(z) = e*9z, 9 € RR, 即 
fey(f (2)) = ero, 


_ "20 


f(z2)=e 


Z0ei9z —1 
这 就 证 明了 定理 . 图 
类 似 地 , 我 们 也 可 以 决定 C 到 C 的 全 纯 自 同 构 . 
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定理 1.1.4 如 果 f:C 一 C 是 全 纯 自 同 构 , 则 三 必 为 形 如 az 十 
的 线性 映射 , 其 中 ascC* =C-{0}5eC. 

证 明 记 f(0) = 显然 , f 一 b 也 是 C 的 全 纯 自 同 构 . 我 们 要 证 
明 f -b 是 形 如 az 的 线性 映射 . 因此 , 为 了 方便 起 见 , 下 设 f(0) = 0. 
令 g:C 一 C 定义 为 

ee z EC*， 
= 
f'(0), z=0, 
则 g 为 C 上 全 纯 且 处 处 非 零 的 函数 . 下 面 只 需 证 明 9 必 为 常 值 函数 . 
这 关键 是 证 明 为 C 上 的 有 界 全 纯 函数 . 我 们 观察 到 : 

(1) 存在 c > 0, 使 得 |f(z)| >c,vzeC-D; 

(2) dm lf (a) = 十 co， 

(1) 的 证 明 : 用 反 证 法 . 假设 不 然 , 则 存在 一 列 z; es C - D, 使 得 
f(zi) 一 0. 注意 到 f 在 0 处 是 一 一 可 逆 全 纯 的 , 因此 有 

z=f (f(z)) = f71(0)=0. 
这 和 z; e C 一 DD 相 了 矛盾 ! 

(2) 的 证 明 : 用 反 证 法 . 假设 存在 4 > 0, 以 及 一 列 z; 一 co, 使 得 
|f(zi)| < 4 (i = 1,2,…). 通过 取 子 列 , 不 妨 设 F(zi) 一 we C. 类 似 
(1) 知 z= fi(f(zi)) 一 了 -1(w). 这 和 z; 一 oo 相 矛 盾 ! 

下 面 我 们 定义 映射 

5: 了 一 也， 


| 

{OF 

0, 发 二 
由 (2) 知 5 是 D 上 的 连续 函数 , 且 在 D* = 了 DD- {0} 上 全 纯 . 因此 , 5 是 
DD 上 的 全 纯 函 数 , 从 而 满足 Schwarz 引 理 的 条 件 . 特别 地 , 有 
I9(z)| < lz|，Yze 了 D， 
即 有 
|f(z)|2clzl, vzeC—D. 
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这 说 明 - 这 个 非 零 全 纯 函 数 在 C 上 整体 有 界 , 从 而 必 为 常 值 函数 , 于 
是 9 为 常 值 函数 . 口 
从 上 面 两 个 定理 我 们 就 得 到 了 D 和 C 的 全 纯 自 同 构 群 的 完全 
刻画 . 
习 题 1.1 


1. 设 f :C 一 C 为 全 纯 函 数 且 |f(z)| < |zj32,Y ze C. 证 明 : 了 
恒 为 0. 

2， 设 f : C 一 C 全 纯 , 且 存 在 自然 数 n, 使 得 |z| 充分 大 时 ， 
|f(z)| < clzl”. 证 明 : f 必 为 某 个 次 数 不 超 过 n 的 多 项 式 . 

3. 设 1 : 0 一 C 为 非常 值 全 纯 函 数 , 其 中 9 为 C 中 的 区 域 . 证 
明 : f 为 开 映 射 , 即 把 开 集 映 为 开 集 . 

4. 设 f : 9 一 C 为 单 的 全 纯 映射 . 证 明 : f : 9 一 f(9) 为 全 纯 
同 构 . 

5. 试 刻画 C* 的 全 纯 自 同 构 . 

6. 证 明 : C 到 C 的 全 纯 单 射 必 为 满 射 , 从 而 是 线性 映射 . 


81.2 调和 函数 


设 9 为 C 中 的 区 域 , he C?(Q) 为 实 值 函数 . 如 果 Ah = 0, 则 称 
h 为 调和 函数 , 这 里 人 = a 十 是 Laplace 算 子 . 
Ovy 


记 u,v 分 别 为 全 纯 函 数 f : 9 一 C 的 实 部 与 虚 部 , 则 w,w 满足 
Cauchy-Riemann 方程 : 
Ny = "Wy 
人 = 


Au = Urs + Uyy = Vs — Vay = 0, 
Av = Ws Ty = —Uyw Uy = 0, 


即 全 纯 函数 的 实 部 和 虚 部 均 为 调和 函数 . 


6 第 一 章 ”Riemann 映照 定理 


现在 我 们 考虑 反 过 来 的 问题 , 即 : 一 个 实 值 调 和 函数 在 什么 条 件 
下 成 为 一 个 全 纯 函 数 的 实 部 ? 为 此 , 我 们 假设 : 0 一 R 为 区 域 上 
的 调和 函数 , 在 8 中 解 如 下 一 阶 偏 微 分 方程 组 : 


|。 = 一 Vy， 
这 个 方程 组 局 部 有 解 的 可 积 条 件 为 


(—uy)y = (ey > A = 0. 


这 就 说 明了 解 的 局 部 存在 性 . 因此 , 复 变 函数 上 = +v=-lu 为 Q 上 
的 全 纯 函 数 . 特别 地 , 调和 函数 必 为 实 解析 函数 . 

一 般 地 , 上 述 方程 组 在 Q 上 的 整体 解 未 必 存 在 . 在 一 个 特殊 的 情 
形 下 , 即 区 域 9 单 连通 的 情形 下 , 整体 解 是 存在 的 . 回忆 一 下 , 一 个 区 
域 单 连通 是 指 其 基本 群 为 平凡 群 ( 即 区 域 中 的 闭 连续 曲线 可 在 该 区 域 
内 连续 地 缩 成 一 点 ). 例如 , D 和 C 都 是 单 连通 的 区 域 . 因为 上 述 方程 
组 的 两 个 解 只 相差 一 个 常数 , 所 以 , 如 果 Q 单 连通 , 则 通过 解析 延 拓 ， 
一 个 局 部 的 解 总 能 延 拓 为 整体 解 . 这 就 得 到 了 如 下 结果 : 

定理 1.2.1 设 v:Q 一 C 为 区 域 Q 上 的 调和 函数 , 则 

(i) 对 任意 z0 E 2, 均 存 在 zo 的 开 邻 域 Bz CQ 及 Bs,， 上 的 调和 
函数 w 使 得 f= 二 二 V-1v 为 刀 上 的 全 纯 函 数 ; 

(ii) 如 果 Q 为 单 连通 区 域 , 那么 存在 Q 上 的 整体 调和 函数 v, 使 得 
= 二 V=-Iivo 为 上 的 全 纯 函 数 . 

注 ”上面 定理 中 解 的 局 部 存在 性 和 整体 存在 性 与 区 域 9 及 函数 
wu 代表 的 拓扑 性 质 有 关 , 读者 可 参考 第 二 章 82.2 中 的 Poincaré 引 理 . 

利用 上 述 结论 , 我 们 就 可 以 从 全 纯 函 数 的 性 质 得 到 调和 函数 的 一 
些 好 的 性 质 . 

调和 函数 的 平均 值 公式 ” 设 :Q 一 及 为 调和 函数 ， 


Br(z0)= {zEC||z— zo| <r} 


是 以 z0 为 中 心 的 圆 盘 . 如 果 Bi(z0) E 2 ( 即 闭 包 含 于 QQ 内 ), 则 
i 27 


u(z0) u (z0 re 


27h 
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事实 上 , 由 上 述 定理 知 , 调和 函数 久 在 B,(z0) 内 是 全 纯 函 数 的 实 
部 . 再 根据 全 纯 函 数 的 平均 值 公式 就 立即 得 到 了 v 的 平均 值 公式 . 

作为 平均 值 公式 的 推论 , 我 们 马上 得 到 调和 函数 的 最 大 值 原 理 , 其 
证 明 留 作 习题 . 

最 大 值 原理 设 v:Q 一 陈 为 调和 函数 , 则 

(i) lu| 在 的 内 部 达 不 到 局 部 最 大 值 , 除非 怀 为 常 值 函数 ; 

六) wv 在 8 的 内 部 达 不 到 局 部 最 大 值 (或 最 小 值 ), 除非 以 为 常 值 
另外 , 从 平均 值 公式 我 们 看 到 , 圆 盘 上 的 调和 函数 在 圆心 的 值 由 它 
在 边界 上 的 值 确 定 . 为 了 简单 起 见 , 我 们 考虑 中 心 在 原点 0 处 的 圆 盘 


B.={zEC||z|<r}. 


设 zo € B,, 7Y:B. 一 B; 是 把 0 映 为 zo 的 分 式 线性 变换 . 对 调和 函数 
uo7 在 B, 上 用 平均 值 公 式 就 得 到 如 下 的 Poisson 积分 公式 : 
Poisson 积分 公式 ” 设 w, B 如 上 , 则 对 任意 z0 € B;, 有 


1 27 2 2 
u(z0) = 去 /| we 二 出 坟 
0 


Poisson 积分 公式 表明 ， 圆 盘 上 的 调和 函数 是 由 它 在 边界 上 的 值 唯 
一 决定 的 . 反之 , 如 果 圆 盘 的 边界 上 给 定 一 个 连续 函数 , 则 通过 积分 在 
圆 盘 内 部 就 可 以 定义 一 个 调和 函数 . 

定理 1.2.2 ( 圆 盘 上 Dirichlet 边 值 问题 解 的 存在 唯一 性 ) 

设 flrei) 是 圆周 |z| = 上 的 实 值 连续 函数 , 则 在 圆 盘 |z| < 7 内 
存在 唯一 的 调和 函数 u(z), 满足 


lim w(z) = f(re’®). 


证 明 “在 圆 盘 |z| <7 内 定义 


2 2 
-lel 术 
|re’ — zl|2 


27 
一 于 fe) 
不 难 验证 “ 是 满足 要 求 的 在 圆 盘 上 |z| < r 连续 到 边界 的 调和 函数 . 4 
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的 唯一 性 由 最 大 值 原理 给 出 . 

结合 最 大 值 原理 和 Dirichlet 边 值 问题 解 的 存在 唯一 性 , 我 们 就 得 
到 调和 函数 的 如 下 刻画 : 

推论 1.2.3 设 u:Q 一 民 为 区 域 人 上 的 连续 函数 , 且 任 给 Q 中 
一 点 D, 均 存 在 的 领域 全 ,使 得 在 Vi 内 w 都 满足 平均 值 公式 , 则 忆 
为 2 上 的 调和 函数 . 

证 明 任 取 pe 9, 只 要 证 明 v 在 2 附近 调和 即 可 . 为 此 , 取 含 有 
2 的 圆 盘 B, c VW, 在 B 上 考虑 Dirichlet 边 值 问题 


AV(2) = 0; 落 世 By 
| =u(z), ZEOP. 


记 此 边 值 问 题 的 解 为 u,, 则 函数 w 一 wj 在 B 内 满足 平均 值 公 式 , 从 
而 也 满足 最 大 值 原理 . 由 于 在 圆 盘 的 边界 9B,。 上 w 一 wy 为 0, 因此 在 
Bp 内 vu 三 wp. 这 就 说 明 在 Bp 内 调和 . 口 

下 面 来 给 出 调和 函数 的 重要 梯度 估计 . 我 们 注意 到 , 如 果 久 为 9 
上 的 调和 函数 , 则 其 偏 导数 wj, w, 也 是 调和 函数 , 因此 也 满足 Poisson 
积分 公式 . 由 此 就 可 以 通过 |w| 来 估计 |wz| 和 |w|. 不 过 , 下 面 我 们 采 
用 另 一 个 办 法 来 对 一 阶 导 数 作 估计 . 这 个 办 法 的 好 处 是 可 以 推广 到 黎 
曼 流 形 上 . 为 此 , 我 们 不 妨 一 般 些 , 在 R* 上 考虑 问题 . R* 上 调和 函数 
的 定义 和 C 上 调和 函数 的 定义 完全 类 似 , 只 是 R* 上 的 Laplace 算 子 
定义 为 


这 里 zi 7z2,… ,zn 为 R* 上 的 标准 直角 坐标 . 

设 久 为 R* 上 的 调和 函数 , 即 v 满足 Av = 0. 下 面 我 们 要 估计 
|Vul, 这 里 Vu = (wzi, Uzs,… ,Uz,) 是 vu 的 梯度 . 我 们 采用 的 办 法 是 ， 
先 用 一 个 函数 将 |Vul? 截断 , 然后 考虑 截断 以 后 的 函数 的 极 值 . 为 此 ， 
我 们 需要 一 个 截断 函数 . 它 就 是 下 面 引 理 中 的 函数 vf. 

引 理 1.2.4 存在 常数 C1,C2 及 光滑 男 数 : 民 一 民 , 使 得 由 满 
足 如 下 条 件 : 


md 


p(x)=0, VIz|z1; 
0<or) <1, Vre(-1,1); 
区 (zj < O10(z), Vz eR:; 
I¢”(z)| < C2, Vr eR. 
证 明 ” 先 定 义 如 下 函数 pl :及 一 及 ( 见 图 1.1): 
es， ww 
yp1(7) = | 


0， wps 


y= Pp1(7) 


图 1.1 
不 难 验 证 ol 是 及 上 的 光滑 函数 , 且 


jm (2D 


= lim ei(z -1)*<=0, 


Z 一 1 一 p1(7) Z 一 1 一 
了 2 
lim pate) = lim ei (z = 
z——00 1 (7z) Z——00 


结合 oli(z) = 0, Y x > 1, 就 知道 存在 常数 01, 使 得 


[pi(z) < Cip1(z), Vz ER. (1.1) 


类 似 地 , 由 
lim vs) = lm ewe 1 +2 -=0 


以 及 wm(z) = 0, Vv zx > 1, 就 知道 存在 常数 0s, 使 得 


[pA(z)| < Cs, Vz eR. (1.2) 


其 次 , 考虑 光滑 函数 pa : 及 一 及: 
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加 p1(7) 
= pi1(7) + pi(l — 72) 


由 yg1 的 定义 知 pz(z) = 1, Vx <0; pz(z)=0,Yz>l. 因此 , 如 果 按 
如 下 方式 定义 函数 由 :及 一 及: 


rER. 


》 2 0, 
ee | Be 
yp2(—Z7), Tr< 0， 
则 6 为 民 上 的 光滑 函数 , 并 且 利用 (1.1), (1.2) 两 式 易 验证 , 存在 常数 
Ci, 02, 使 得 由 就 是 满足 引 理 要 求 的 函数 . 口 
注 4 在 [-1,0] 上 单调 递增 ,在 [0,1] 上 单调 递减 ( 见 图 1.2). 


1.2 


引 理 1.2.4 中 的 函数 $ 称 为 一 个 截断 函数 .由 此 也 可 以 得 到 R” 
中 的 截断 函数 . 
推论 1.2.5 存在 光滑 函数 9 : R" 一 民 , 使 得 9 满足 如 下 条 件 : 


n 
六 , 台 < 中 
i 一 1 


0 < dg(Z) < 1 VrE€ B1(0) == {es ;Pri) 


$(7)=0, vz € R"”— Bi(0); 
[Vo(z)|? < C19(7), Vz € R"”; 
IA9(z)| < nC2, Vz € R". 
证 了 明 ”如 下 定义 函数 4: 
glz) = blz1 721.1 1n) = Br) -sd( (Sa) ); zs ER", 
w= 


这 里 在 后 面 两 个 等 号 后 我 们 用 了 同一 个 $ 表示 上 面 引 理 1.2.4 中 的 一 
元 截断 函数 (n = 1 时 二 者 一 致 ). 显然 , $ 在 R" 一 {0} 上 是 光滑 的 . 不 
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难 验 证 $ 在 0 处 也 是 光滑 的 , 且 


[vo = 0(7) Vr = 人 (PS C19(7) = C19(7), 
[A9(z)| = 0°(7) + O(n)r (no 1)| < nC. 
因此 % 为 满足 要 求 的 光滑 函数 . 口 
下 面 考虑 梯度 估计 . 设 v:Q 一 RR 为 调和 函数 , 9 为 R* 中 的 区 
域 . 为 了 方便 起 见 , 先 假设 为 正 函数 . 由 于 下 面 涉及 许多 偏 导 数 的 计 
算 , 我 们 采用 一 些 简化 的 记号 , 即 如 果 一 个 函数 带 有 下 标 i, 就 表示 是 
对 第 i 个 变量 z; 求 偏 导数 ; 另外 , 在 一 个 表达 式 中 , 如 果 相 同 的 指标 
出 现 两 次 , 就 表示 要 对 该 指标 从 1 到 n 求 和 , 从 而 省 略 求 和 符号 (这 称 
为 Einstein 求 和 约定 ). 例如 , 令 v= lnw, 则 有 
Av= (Inu)a = (uli)i 
=—u ?wiu; + uA 


一 一 |Vz|2. (1.3) 
在 Q 中 任 取 一 点 p, 设 B,(p) e Q. 不 失 一 般 性 , 可 设 p=0. 设 4 
为 引 理 1.2.5 中 的 截断 函数 . 令 bo(z) = %( 2), > < R", 则 yo 也 是 一 
个 截断 函数 , 它 在 B,(0) 之 外 为 0. 考虑 B00) 上 的 函数 @ = 加 |Vo|2. 
因为 9jss, = 0, 散在 在 sf Bp(0), 使 得 Own) = meee Q- 不 护 设 
Q(z0) > 0. 在 z0 处 ,有 
VQ(z") = 0，AQ(zo) < 0. 
下 面 我 们 在 z0 处 做 一 些 计算 , 为 了 方便 起 见 , 仍 以 $ 来 表示 如 且 计 
算 过 程 中 省 略 了 z0: 
0 > AQ(z") = A($|Vvl’) 
一 Aglvouj +2V0 .YIVol2 + $A|Vvol? 
=9 AGQ+2VG:. V($ 10) + $AIVol? 
= 8 "AGQ—20 |V0Q + $AIVol?. (1.4) 


12 第 一 章 ”Riemann 映照 定理 


我 们 有 
AlVvl? = (vi i); = (2ui v7)i 
= 2viy “Vij 十 2vi: Vijj 
= 2vij "Vij 十 20:” (Av)i 
之 < 十 2w + (Av)i 
Nn 
= 2(Av)? -2vo. VIvol 
= 2|vol — 2Vv. V|Vv|?. (1.5) 
上 面 的 计算 过 程 中 用 到 了 (1.3) 式 . 将 (1.5) 式 代 入 (1.4) 式 , 我 们 有 
0 > AQ(z0) 
201A6Q— 2620PQ + L010? — 26V0. V(G-1Q) 
201A$Q — 20200 + 2 +26-190. V0.0. 
上 式 两 边 约 去 人 1Q(zo), 并 利用 


2vu .vb > -Yo _ ng-1|vol 


= 
nn 
得 到 如 下 估计 : 
0> A —26-1V6P + 70 — 7Q -ng vo 
即 
Q@lzo < nl(n+2)6-1vl — Ag 
< nl(n+2)C1p +nC2p 


=C(np 一 
特别 地 , 任 给 0< c < 1, 有 


sup |Vv|? < 


su 交 Vv 
Bep(0) pp eo 2 lel 


< yl 
p 


二 


a CW) -2 
= A < Gl) p 
总 结 一 下 , 我 们 就 得 到 如 下 定理 : 
定理 1.2.6 (调和 函数 的 梯度 估计 )” 设 :一 民 为 正 的 调和 函 
数 , 则 对 任意 ce [0,1), 存在 只 依赖 于 nn 的 常数 C(n), 使 得 
sop lv Inu < SO 
注 ”梯度 估计 的 其 他 形式 如 下 : 
(1) 上 面 定 理 中 条 件 Bu(p) & 9 可 以 用 Bo(p) Cc 9 来 代替 . 这 只 要 
适当 缩小 球 的 半径 再 让 半径 逼近 p 即 可 . 
(2) 上 面 定 理 中 取 c = 0, 就 得 到 球 心 处 的 梯度 估计 : 


v B,(p) e0. 


IVinu(p)l? < C(n)p ?, VB,(p) CQ. 
进而 , 如 果 Ye Becp(p), 则 B01_o)p(q) Cc Bp(p) Cc Q. 这 说 明 


IVinu(OP < C(I(1 — op *, Vgae Bep(p), 


从 而 定理 的 结论 也 可 改写 为 
Me [Wt 过 a ;， VB,(p)CN 


(3) 截断 函数 的 选取 有 很 多 方法 , 例如 也 可 令 Wir) = (1 一 7?)?, 从 
而 可 以 简化 一 些 运算 . 

由 梯度 估计 立 得 R* 上 的 Liouville 定理 : 

推论 1.2.7 (Liouville 定理 ) ”R" 上 的 正 调和 函数 必 为 常数 . 特 
别 地 , 陈 "” 上 的 有 界 调和 函数 必 为 常数 ， 

证 明 设 v:R" 一 到 为 正 调和 函数 , 由 梯度 估计 可 得 


sup |Vinul? 和 < c(n)p?, Vp>0. 


Bo(0) 


令 p 一 十 oo, 就 有 


sup|V Inul? = 0， 
R™ 
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从 而 为 常数 . 如 果 w 为 有 界 调和 函数 , 则 通过 加 上 一 个 正 的 常数 , 该 
调和 函数 就 成 为 正 的 调和 函数 , 从 而 也 为 常数 . 口 
对 于 一 般 的 调和 函数 , 有 
推论 1.2.8 (调和 函数 的 梯度 估计 ) 设 v :9 一 尺 为 调和 函数 ， 
则 对 任意 ce [0,1), 存在 只 依赖 于 nn 的 常数 C(n), 使 得 


2 C(n) -2 9 
Es < we pe ， VB,(p) EQ. 
证 明 取 e> 0, 在 B,(p) 上 考虑 正 的 调和 函数 v 十 up lvl 二 +e 的 
Bp(p) 
梯度 估计 , 然后 令 = 一 0+ 即 可 . 口 


从 梯度 估计 就 得 到 有 用 的 Harnack 不 等 式 . 

定理 1.2.9 (Harnack 不 等 式 ) ” 设 Q 为 R” 中 的 区 域 , 则 对 任 
给 ce [0,1), 存在 依赖 于 cm 的 常数 D(c,n), 使 得 对 任意 的 正 调 和 函 
数 以 :8 一 民 均 有 


sup 和 D(c,n) inf wu, YB,(p)CQ. 
Bep(p) Beplp) 


一 般 地 , 如 果 集 合 KK E Q, 则 存在 常数 Dk(Q), 使 得 对 任意 的 正 调和 
防 数 以 :QQ 一 民 均 有 


Dk(Q)! < wu(z1)/u(z2) < DK(N), Vz1,22 EK. 
证 明 设 v:Q 一 及 为 正 调 和 函数 , B,(p) CQ, 并 设 


u(W1) 三 sup vu, vu(w2)= inf w, 
Bep(p) Bep lp) 


则 ww e Bes(p). 以 直线 段 7 连接 wi, wo, 显然 Y C Bep(p). 由 梯度 
估计 , 有 


Invu(wi) — lnu(w2)= [tauo%) 
< {vm 


< cI — op 1L0) 
< c(W[(1 -cjpl-12cp 


人 


= 2c(m) > 


即 
u(wi) < Dlcn)u(wa), D(cin) = ere. 
一 般 地 , 如 果 天 En, 则 dKoe>0. 记 5 = 3d(K, Qc). 天 可 
被 Q 中 半径 为 6 的 有 限 个 开 球 覆盖 , 将 这 些 开 球 的 中 心 记 为 p;. 给 
定 两 个 这 样 的 中 心 pi;,p;, 取 定 Q 中 连接 pi;,p; 的 分 段 光滑 曲线 , 记 为 
ij: 令 Ee max{L(Yi;)}, 02 一 min{d(Yi;, 0°)} 以 及 ¢ = min{61, 62}. 
与 (1.6) 式 的 证 明 一 样 , 有 


Inwv(pi) — Inwv(p;) < c(n)6 L(yi;) < c(n)o iL. 
设 z1,z2 E K, 不 妨 设 2 落 在 中 心 为 p; 的 球 中 , zo 落 在 中 心 为 p; 的 
球 中 . 与 (1.6) 式 的 证 明 一 样 , 有 


nu(21) — Inu(pi) < c(n)67 1d(z1,p1) < sc(n), 


一 I~ 


Inu(p;) — Inu(z2) < c(n)67 d(z2,p;) < 5c(m). 
结合 上 面 三 式 就 有 
Inu(z1) — lnu(z2) < c(n)(1+ LL/6). 


因为 z1 和 zo 是 任 取 的 , 交换 zi 和 z 上 式 仍 成 立 . 因此 , 令 Dr(OD) = 
er(w(1+L/6), 最 后 就 得 到 


DF(D)-I < uzi)/u(z2) < DK(N), Vz,z2 EK. 


这 就 证 明了 Harnack 不 等 式 . 口 

Harnack 不 等 式 的 一 个 重要 应 用 是 用 来 判断 一 列 调和 函数 的 收敛 
性 . 我 们 先 叙 述 一 个 简单 的 情形 . 

定理 1.2.10 (Harnack 原理 ) ” 设 {ui} 是 区 域 0 上 的 一 列 单调 
递增 的 调和 函数 , 则 只 有 下 列 两 种 情形 出 现 : 

(iD {wi} 内 闭 一 致 地 发 散 到 十 coi 

(ii {wi} 内 闭 一 致 地 收敛 到 QQ 上 的 一 个 调和 函数 . 
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证 明 ”通过 考虑 {uw 一 wi + 1}, 不 妨 设 调和 函数 列 {w} 都 是 正 
的 . 以 下 分 两 种 情况 讨论 . 

如 果 存 在 z1 € Q, 使 得 Jim uilz1) 二 十 co, 则 由 Harnack 不 等 式 ， 
对 于 za 附近 的 点 za 也 有 Jim wa(za) = +oc. 更 一 般 地 , 对 于 任意 一 个 


子 集 K e Q, wi 必 在 K 上 一 致 地 发 散 到 +oo. 
如 果 存 在 z1 € Q, 使 得 Jim ui(z1) 二 ww < 十 oo, 则 由 Harnack 不 等 


式 知 , wi 在 2 上 内 闭 一 臻 有 界 . 又 由 梯度 估计 , w; 在 2 上 也 是 内 闭 一 
致 等 度 连 续 的 , 因此 必然 内 闭 一 致 地 收敛 到 一 个 连续 函数 .这 个 连续 
函数 满足 平均 值 公式 , 因而 为 0 上 的 调和 函数 (见习 题 1.2). 口 
这 个 定理 也 可 以 稍 作 推广 得 到 如 下 结论 , 其 证 明 是 类 似 的 . 
Harnack 原理 设 避 ={ua} 为 Q 上 的 一 族 调 和 函数 ， 且 满足 
如 下 条 件 : 


V Ua, UB E U， 存 在 u EU 使 得 之 max{ua, up 
定义 中 的 函数 
®(p) = sup {ualp)}, vpeQ, 
则 要 么 恒 为 +co, 要 么 为 0 中 的 调和 函数 . 
习 题 1.2 


1. 设 f:D 一 C 为 全 纯 函 数 ,w: Q 一 及 为 调和 函数 , 且 f(D) c 0. 
证 明 : 复合 函数 uo f 仍 为 调和 函数 . 

2. 通过 计算 确定 引 理 1.2.4 中 的 常数 . 

3. 证 明 : 了 ”上 的 调和 函数 满足 平均 值 公式 (请 先 写 出 平均 值 公 
式 ); 反之 , 满足 平均 值 公式 的 连续 函数 必 为 调和 函数 ， 

4. 设 以 :C 一 民 为 调和 函数 , 且 |u(z)| < Clzl|+Co, yzeC. 证 
明 : v 为 线性 函数 . 

5. 设 :CC 一 RR 为 调和 函数 , 且 |w(z)| = o(lzl). 证 明 : ww 必 为 
常数 . 

6. 验证 推论 1.2.5 中 的 截断 函数 在 原点 处 的 光滑 性 . 
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§1.3”Riemann 映照 定理 


本 节 我 们 讨论 复 平面 单 连 通 区 域 在 双全 纯 同 构 下 的 分 类 . 

定理 1.3.1 (Riemann 映照 定理 ) ” 设 Q 为 C 中 的 单 连通 区 域 
如 果 2 关 C, 则 存在 Q 到 单位 圆 盘 四 的 双全 纯 同 构 . 

这 个 定理 的 证 明 要 用 到 关键 的 Schwarz 引 理 . 首先 我 们 可 以 把 任 
何不 是 C 的 单 连通 区 域 全 纯 地 变 为 一 个 有 界 域 . 

引 理 1.3.2 设 Q0 为 C 中 的 单 连通 区 域 , 且 了 关 C, 则 存在 单 的 
全 纯 映照 :0 一 了 DD. 

证 明 如果 存在 zo e Q° 及 ro > 0, 使 得 


i 
则 令 yp(z) = pe 即 可 . 


一 般 地 , 由 于 Q 关 C, 不 妨 设 0¢ Q. 因为 0 单 连 通 , 故 在 0 上 存 
在 Vz 的 一 个 单 值 化 分 支 , 即 存在 全 纯 函 数 9 : Q 一 C, 使 得 


gz)=z, VYzEQ. 


易 见 , 如 果 8 € g(0) , 则 一 6 4g(9). 用 g(Q9) 代替 9, 如 同 先前 的 讨论 
就 可 以 证 明 单 全 纯 映射 的 存在 性 . 口 

下 面 我 们 假设 Q 为 一 个 单 连通 的 有 界 区 域 . 在 Q 中 取 定 一 点 zo， 
考虑 满足 以 下 条 件 的 全 纯 映 射 : 

(1) :0 一 C 为 单 射 ; 

(2) f(0) C D; 

(3) f(z0) = 0. 

将 这 些 全 纯 映 射 的 全 体 组 成 的 集合 记 为 天. 我们 要 在 天 中 找 一 
个 满 射 . 

引 理 1.3.3 设 f:Q 一 了 DD 为 单 全 纯 映射 , f(0) zDD, f(z0) = 0， 
则 存在 9 E ,使 得 |g(z0)| > | 了 (zo)|. 

证 明 取 weD-f 了 (0). 考虑 


70 


i 
:D—D 二 一 -一 一 
91 D ) 91(2) 了 
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则 0 4 gq1(f(9)). 因此 可 取 Vz 在 g1(f(Q)) 上 的 一 个 分 支 , 记 为 g2(z). 


再 令 
Zz — g2(w) 


ga :了 一 D，9s(z) 三 
ga2(W)z 一 1 


考虑 复合 映射 
9 一 g3og2oglioj :0 一 也. 
显然 g(z0) = g3092091(0) =9gaogz(w)=0, 且 
lg9(zo)| = |(g3 0 92 ogl) (0)| .| 产 (zo)|. 


另外 , 复合 映射 
h=g7!([g7!(2)]):D—D 


将 原点 0 映 为 原点 0, 由 Schwarz 引 理 可 得 
In'(O)| <1. 
因为 h 在 ga(0) 处 不 是 一 一 的 , 故 上 式 中 的 “< ”不 能 取 等 号 . 再 由 
hogsog2og(z)=z 
知 |(g30g2 og91)(0)| > 1, 从 而 
lg (z0)| > |f'(zo)|. 


这 就 证 明了 引 理 . 口 
任 取 fe 大 因为 zo€ 9, 故 存在 ro > 0, 使 得 Bro(zo) Cc Q. 因此 
映射 
f(roz+2z0):D—D 


满足 Schwarz 引 理 的 条 件 . 这 说 明 
f(zo)| < ro', Vferf. 
根据 这 个 估计 及 上 面 的 引 理 , 存在 一 列 {fi} C 大 , 使 得 
lm f(z0)| = suplf (zo)| < ro 


对 于 这 一 列 { 方 }, 我 们 有 
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引 理 1.3.4 。 上述 { 方 } 存在 收 和 合子 列 , 该 子 列 的 极限 六 E 丰 , 且 上 
证 明 ” 任 取 紧 集 K c Q, 用 上 面 估 计 导 数 的 方法 可 证 , 存在 常数 
C(K), 使 得 
If'(z)| < C(K), vzeK,vfer. 


因此 , {fi} 在 K 上 一 致 有 界 , 等 度 连续 , 从 而 存在 收敛 子 列 . 用 抽取 对 
角 线 的 办 法 就 可 以 得 到 {fi} 的 一 个 子 列 ( 仍 记 为 {所 }), 它 在 2 上 内 
闭 一 致 收敛 , 其 极限 f 仍 为 全 纯 函 数 . 

显然 , |f'(z0)| = suplg (zo)| > 0, 故 f 不 是 常数 . 因为 f; 都 是 单 


射 , 由 Hurwitz 定理 ， 由 也 是 单身 从 而 fe 下 . 又 由 上 面 的 引 理 1.3.3 
知 f 为 满 射 . 口 

结合 上 面 三 个 引 理 我 们 就 得 到 了 Riemann 映照 定理 的 证 明 . 这 个 
定理 最 早 是 由 Riemann 在 1851 年 指出 来 的 , 但 它 的 第 一 个 严格 证 明 
直到 1900 年 才 由 Osgood 给 出 . 


习 题 1.3 


1. 试 刻画 D* = DD 一 {0} 的 全 纯 自 同 构 . 

2. 设 v:D* 一 R 为 有 界 调和 函数 . 证 明 : w 为 D* 上 一 个 全 纯 函 
数 的 实 部 . 

3. 设 {ui} 为 开 集 D 上 的 一 列 一 致 有 界 调和 函数 . 证 明 : {wi} 存 
在 收敛 子 列 , 其 极限 仍 为 有 界 调和 函数 

4. 证 明 : 不 存在 从 C 到 C - {0,1} 的 非常 值 全 纯 函 数 . 


第 二 章 ” 单 值 化 定理 


在 前 面 一 章 里 , 我 们 证 明了 复 平面 C 中 的 单 连通 区 域 在 全 纯 同 构 
的 意义 下 只 有 两 个 , 即 单位 圆 盘 D 和 整个 复 平面 C. 在 这 一 章 里 , 我 
们 引入 抽象 黎 曼 曲面 的 概念 , 并 研究 黎 曼 环 面 和 单 连通 的 黎 曼 曲面 的 
分 类 , 所 得 结果 称 为 Poincaré-Koebe 单 值 化 定理 . 


82.1 黎 曼 曲面 的 定义 


在 单 变量 复 变 函 数 的 研究 中 , 我 们 经 常会 遇见 多 值 的 全 纯 函 数 . 在 
复 平面 上 , 它们 不 能 很 好 地 被 定义 . 为 此 , 人 们 提出 了 抽象 的 黎 曼 曲 面 
的 概念 . 推广 到 高 维 时 就 出 现 了 微分 流 形 的 概念 . 

定义 2.1.1 设 忆 为 具有 可 数 拓 扑 基 和 Hausdorf 性 质 的 拓扑 空 
间 . 车 存在 忆 的 开 履 盖 {Us}aer 和 定义 在 每 个 开 集 Un 上 的 连续 映射 
da : Ua 一 C, 且 它 们 满足 如 下 条 件 : 

(i) Ba(Ua) 为 C 中 的 开 集 ,ga : Us 一 ga(Ua) 为 同 胚 ; 

(ii) 如 果 Ua Ug 了 8,， 那么 转换 映射 Bao 83 :gp(Uaen Da) 一 
Gal(Ua 站 Ug) 为 复 平面 开 集 之 间 的 全 纯 映射 ， 

则 称 2 为 黎 曼 曲面 . 

我 们 把 上 述 定义 中 的 开 有 覆 盖 称 为 (局 部 ) 坐标 覆盖 ,7 称 为 一 个 
坐标 邻 域 , $。 称 为 该 坐标 邻 域 上 的 坐标 映射 . 从 定义 可 以 看 出 , 黎 曼 
曲面 在 局 部 上 可 以 看 成 是 复 平 面 上 的 区 域 . 如 无 特别 申明 , 我 们 还 假定 
黎 曼 曲面 是 连通 的 , 因此 也 是 道路 连通 的 . 以 下 是 一 些 例子 . 

例 2.1.1 显然 , 复 平 面 C 中 的 区 域 都 是 黎 曼 曲面 . 

例 2.1.2 2 维 球面 . 

考虑 R3 中 的 单位 球面 (2 维 球面 ) 


S2 = {(z,y,2) ER |z2+y +2z =1}. 
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Ui = $2 — {(0,0,—1)}, 
Uz = $2 — {(0, 0, 1)}, 
则 {U2} 为 S2 的 开 覆 盖 . 定义 同 胚 $1, $2 如 下 : 
和 : 太一 (， 
(二 
go: Ua = CC 
(vy-1W/t 一 芭 
91 和 po 之 间 的 转换 映射 为 
p20og1' :CC*—C’, 
Ww 二 . 
这 是 一 个 全 纯 同 构 . 按照 定义 , S? 就 是 一 个 黎 曼 曲面 . 跟 例 2.1.1 不 同 
的 是 , 作为 黎 曼 曲面 , S2 的 坐标 覆盖 中 至 少 要 有 两 个 开 集 (为 什么 ?). 
这 样 , 我 们 就 得 到 了 一 个 非 平凡 的 紧 致 单 连通 黎 曼 曲面 . 
例 2.1.3 复 1 维 投影 空间 CP1. 
定义 CP1 为 商 空 间 : 
CP =C — {0}/~, 
其 中 等 价 关 系 ~ 定义 如 下 : 
z= (20,2) ~ Y= wow) > IAMEC, st. z= MW. 
CP1! 的 拓扑 定义 为 商 投 影 x : C? - {0} 一 CP1 下 的 商 拓 扑 . 设 > e 
C? 一 {0}, 用 [z] 来 表示 其 等 价 类 . 令 
Uo = {[z] € CP | z= (z0, 21), zo # 0}, 
Ui = {[z]€ CP!|z= (20,21),z1 #0), 
则 {Uo, 号} 为 CP! 的 开 和 覆盖 . 定义 同 胚 映射 wo, pl 如下: 
po: Do 一 (CC， 


[z] 一 z1/zo; 
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21: Da 一 CC， 


[z] 一 zo/21. 
po 和 pi 之 间 的 转换 映射 为 
boopr :CC 一 CC 
1 


WE = 
Ww 


这 是 一 个 全 纯 同 构 . 按照 定义 CP! 为 黎 曼 曲面 . 这 也 是 一 个 紧 致 曲 
面 . 与 例 2.1.2 中 的 2 维 球面 比较 , 发 现 这 两 个 例子 非常 类 似 . 实际 上 ， 
这 是 两 个 同 构 的 黎 曼 曲面 . 为 了 说 清 这 一 点 , 我 们 引入 黎 曼 曲面 之 间 
全 纯 映 照 和 全 纯 同 构 的 概念 . 

定义 2.1.2 ” 设 M,N 均 为 黎 曙 曲面, f : M 一 N 为 连续 映射 . 
如 果 对 任意 ZE 1, 均 存 在 M 中 包含 的 坐标 邻 域 U,。 和 N 中 包 
含 f(T) 的 坐标 邻 域 Va, 使 得 FUa) C Va, 且 复 合 映射 of op : 
yp(Ua) 一 (V6) 为 全 纯 映射 , 则 称 f 为 黎 曼 曲面 M 和 N 之 间 的 全 纯 
映射 (或 全 纯 映 照 ), 这 里 p 和 分别 是 Us 和 Va 上 的 坐标 映射 . 

我 们 把 上 述 定 义 中 的 复合 映射 yo fo w-1! 称 为 f 的 一 个 局 部 表 
示 . 局 部 表示 的 全 纯 性 和 坐标 映射 的 选取 无 关 . 全 纯 映 射 的 局 部 性 质 
和 单 复 变 的 全 纯 函 数 是 类 似 的 . 因此 , 全 纯 函 数 的 一 些 结果 对 于 全 纯 
映射 仍然 成 立 . 例如 : 

(1) 设 f : M 一 NN 为 黎 曼 曲 面 之 间 的 全 纯 映 射 , 则 f 为 开 上 映射 
(将 开 集 映 为 开 集 ), 除非 它 是 常 值 映射 ; 

(2) 紧 致 黎 曼 曲面 到 C 的 全 纯 映 射 ( 即 全 纯 函 数 ) 必 为 常 值 函数 ; 

(3) 设 f : M 一 NN 为 非常 值 全 纯 映 射 , yo se f(M), 则 M 的 子 集 
f -1(yo) 是 离散 子 集 , 即 它 在 M 中 没有 聚 点 . 

定义 2.1.3 设 M,N 为 黎 曼 曲面 如 果 存 在 全 纯 映射 f:M 一 N 
及 g:N 一 1M, 使 得 


ge 了 三 和 jz， Jog= 记 N， 


则 称 M 与 入 全 纯 同 构 (简称 同 构 ). 此 时 了 或 9 称 为 双全 纯 映 射 . 
有 了 全 纯 同 构 的 概念 , 我 们 就 可 以 区 分 黎 曼 曲面 .作为 简单 的 例 
子 , 三 个 单 连通 的 黎 曼 曲面 D, C 及 S? 是 互 不 同 构 的 (为 什么 ?). 
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例 2.1.4 黎 受 球面 . 
我 们 换 一 种 方式 来 看 二 维 球面 . 定义 


S=CuUt{fcoh， 
这 里 S 的 拓扑 定义 为 复 平 面 的 加 一 点 紧 致 化 拓扑 , oo 表示 不 在 C 上 
的 那个 无 穷 远 点 , 它 的 邻 域 是 形 如 C 一 KK 的 C 中 的 开 集 (K 为 C 中 


的 紧 集 ). 令 
Ui=S$-{%}=C, Us=S—1{0}, 


则 { 态 , Uz} 均 为 S$ 的 开 履 盖 . 定义 映射 pl, pa 如 下 : 


pi:U—C 
ZZ; 
p2: U2 一 (CC， 
1/z, #¥ 6 
3 
0, 必 二 60; 


在 S 的 拓扑 之 下 , pl, pa 均 为 同 胚 , 且 转 换 映射 


轨 og Cr 一 C”， 
1 
Wo We 
为 全 纯 同 构 ， 因 此 , S$ 是 紧 致 黎 曼 曲面 . 这 个 黎 曼 曲面 和 我 们 前 面 例 
2.1.2 中 定义 的 黎 曼 曲面 是 同 构 的 ， 事 实 上 , 定义 从 S? 到 Ss 的 映射 
如 下 : 
f: = 
r+V-ly 
(7z,Yy;,2) 哺 | Z 


1 (ZYy,2)@# (0,0,1), 
oo， (Bs) =(0,0, 1): 
容易 验证 f 是 双全 纯 映 射 . 同 理 , 可 以 证 明 CP! 和 S 也 是 同 构 的 . 它 
们 统称 黎 曼 球面 . 以 后 我 们 将 不 再 区 分 它们 . 
下 面 我 们 来 构造 另 一 类 紧 致 黎 曼 曲面 . 为 此 , 设 wi,ws 为 实 线性 
无 关 的 两 个 复数 ( 即 wi,w2 关 0,wi/w2 展 ). 记 人 A 为 wi,w2 在 C 中 
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生成 的 离散 子 群 : 
人 = {fmwl 十 rwa | m,n eZ}= (wi1,w2). 


子 群 A 自然 地 作用 在 C 上 , 从 而 有 商 空间 C/A = C/ ~, 这 里 等 价 关 
系 ~ 定义 为 


ZzZ~y < 了 ,7 EZ St 2 一 人 十 ?nl 十 mwo2， 


我 们 用 [z] 表示 z 的 等 价 类 , 记 r : C 一 C/A, z 一 [z] 为 商 投影 . C/A 人 
上 的 拓扑 定义 为 商 拓扑 . 下 面 我 们 来 说 明 , 在 此 拓扑 下 , C/A 是 黎 曼 曲 
面 . 为 此 , 记 

0 


三 inf |mwi 十 mwz| > 0. 
(mm) 天 (0,0) 


任 给 pe C/A, 取 zy eni(p). 令 W,= {veC|lwv- | < 6/2}， 
Up = 7(W). 按照 商 拓扑 的 定义 , U;, 为 C/A 上 的 开 集 , 且 由 5 的 选取 
知 , zw : W, 一 U, 是 同 胚 映射 . 令 


pp: Ws WE 
gq (Iw,) (gq) 
则 yy 为 0 上 的 坐标 映射 . 如 果 Un Uo 关 儿 , 则 存在 we A, 使 得 
pp op7!(2) = z+ 


从 而 C/A 在 坐标 覆盖 {(U,, ws)} 下 为 黎 曼 曲面 . 

我 们 把 如 上 构造 的 黎 曼 曲面 C/A 统称 为 黎 曼 环 面 . 它们 具有 如 

(1) 商 投 影 r : C 一 C/A 为 全 纯 复 和 迭 映 射 ; 

(2) 任何 两 个 黎 曼 环 面 C/A1, C/Az 都 是 同 胚 (微分 同 胚 ) 的 ; 

(3) 设 f:C/A1 一 C/As 为 两 个 黎 曼 环 面 之 间 的 连续 映射 , f([0]) = 
[0], 则 存在 唯一 的 连续 映射 f: C 一 C, 使 得 f(0) = 0, 且 满 足下 面 的 
交换 图 表 : 


多 


其 中 mm, ra 分 别 为 商 投影 . 并 且 如 果 f 为 全 纯 映 射 , 则 f 也 是 全 纯 映 
射 . f 称 为 f 的 提升 . 

由 于 任意 两 个 实 线性 无 关 的 复数 都 能 生成 一 个 离散 子 群 , 进而 得 
到 黎 曼 环 面 , 我 们 就 有 了 黎 曼 曲面 的 丰富 例子 . 这 些 曲 面 都 是 非 平凡 
的 黎 曼 曲面 . 接 下 来 的 一 个 问题 就 是 : 如 何 区 分 这 些 黎 曼 环 面 ? 自然 
地 , 我 们 用 全 纯 同 构 来 区 分 它们 . 

命题 2.1.1 (i) 任 给 黎 曼 环 面 C/A 上 一 点 Dp, 均 存在 全 纯 自 同 构 


fp: C/A= C/A, 


使 得 fp(p) = [0]; 

(让) 黎 曼 环 面 CY (wi,w2) 与 C/(1, wi/w2) 及 C/(1，w2/wi1) 全 纯 
同 构 . 

证 明 (i) 取 定 zz E x-!(p). 定义 :C/A 一 C/A 为 


fr([w]) = [w — zp]. 


易 见 这 是 定义 好 的 全 纯 自 同 构 . 
( 芝 定义 让: C/(wiyw2) 一 C/(1, wi/w2) 为 
f([z2]) = [z/w2l. 
易 见 f 是 定义 好 的 全 纯 同 构 . 交换 w! 和 ws 的 位 置 就 得 到 男 一 个 全 
纯 同 构 . 口 


根据 上 述 命题 , 为 了 对 黎 曼 环 面 C/A 作 全 纯 分 类 , 只 要 考虑 人 = 
(1,7) 的 情形 即 可 . 由 于 wi/w2s 和 w2/w1 中 必 有 一 个 虚 部 为 正 , 我 们 还 
只 需 考虑 由 人 = (1,7), Im7 > 0 生成 的 黎 曼 环 面 的 分 类 . 

设 黎 曼 环 面 C/(1,7) 和 C/(1,7') 全 纯 同 构 , f : C/(1,7) 一 C/(1,7) 
为 双全 纯 映 射 ， 根据 上 面 的 性 质 (i), 我 们 可 以 假设 f([0]) = [0]. 记 
所: C 一 C 为 f 的 提升 , 则 研 为 全 纯 映 射 , 满足 条 件 


F(0) =0, x oF = fon, 


其 中 7: C 一 C/(1,7), 7 : CC 一 C/(1,7) 为 商 投影 . 
我 们 断言 : 存在 y € C, 使 得 F(z) = 7Y:z. 事实 上 , 考虑 全 纯 
同 构 f 的 逆 映 射 f-1, 它 也 有 全 纯 提 升 G : C 一 C, 使 得 G(0) = 0， 


2 


Xo0G ==f-1on'. 根据 提升 的 唯一 性 易 见 , F, G 为 互 逆 的 全 纯 映 射 , 从 
而 均 为 全 纯 同 构 . 根据 第 一 章 的 定理 1.1.4, F 为 线性 上 映射. 这 就 证 明 
了 上 述 断 言 . 
小 结 一 下 , 我 们 现在 知道 全 纯 同 构 f : C/(1,7) 一 C/(1,7') 形 如 
f([z])=[y2], vzeC. 


特别 地 , 有 
[ol = f([0]) = f({1]) = Dm， 
[0] = f([0]) = AI) = [Dy :7]. 
这 说 明 , 存在 ab c,d e 2, 使 得 


y=a:1+b:7, rl 
Fl 
YT=c:1+d:.7.. 


上 式 可 以 改写 为 矩阵 形式 


{= . (3 a,b,c,deZ. (2.2) 


同 理 , 考虑 广 :, 就 得 到 


1 Q b’ 1 
| 
| . . (oh dd 所 可 (2.3) 


因为 1, 7 线性 无 关 , 故 
a b WW _740 
(alle slo a 

又 因为 a,b,c,d 及 a',b',c',d’' 均 为 整数 , 所 以 从 上 式 可 得 


(2 
det 一 
cd 
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另外 , 由 (2.1) 式 知 
c+dadr 
ee (2.4) 
经 过 简单 的 计算 知 Inr = (ad - zc)jle + pr'|-2TImr' 由 于 我 们 假设 了 


和 7/' 的 虚 部 均 为 正 数 , 从 而 有 
ad= be= 1. (2.5) 


反之 , 如 果 存 在 整数 a,b,c,a 满足 (2.4) 式 和 (2.5) 式 , 则 用 (2.1) 式 中 
的 7 所 构造 的 映射 


ff: CI/dT) 一 CT 
lz] 一 pz] 


是 定义 好 的 全 纯 同 构 . 综 上 所 述 , 我 们 就 得 到 了 如 下 定理 : 
定理 2.1.2 ( 黎 曼 环 面 的 分 类 ) ”任何 黎 曼 环 面 C/A 均 同 构 于 另 
一 个 形 如 
C/(1,7), Im7 >0 


的 黎 曼 环 面 ; 两 个 这 样 的 黎 曼 环 面 C/(1,7) 和 C/(1,7') 全 纯 同 构 当 且 
仅 当 存在 整数 a,b,c,d 满足 如 下 条 件 : 
jz C+dr 


和 二 ， Qd—bc=1. 
Q 十 b7 


注 ”上 面 的 定理 并 没有 告诉 我 们 , 一 个 同 胚 于 标准 环 面 51 x 81 
的 黎 曼 曲面 是 否 一 定形 如 C/A. 这 个 问题 我 们 要 留 到 以 后 的 章节 再 来 
回答 . 
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1. 证 明 : 黎 曼 曲面 都 是 可 定向 的 2 维 实 流 形 , 即将 坐标 转换 映射 
看 成 实 平面 R? 中 的 映射 时 , 其 Jacobi 矩阵 的 行列 式 总 是 正 的 . 

2. 证 明 : 黎 曼 曲 面 S 和 CP! 全 纯 同 构 . 

3. 设 M, N 为 黎 曼 曲面 . 证 明 : 连续 映射 f : M 一 为 双全 纯 
映射 当 且 仪 当 它 是 一 一 ( 既 单 又 满 ) 的 全 纯 映射 . 

4. 设 M,NN 为 紧 致 黎 曼 曲面 . 证 明 : f : M 一 N 为 双全 纯 映 射 的 
充分 必要 条 件 是 , 存在 有 限 集合 4, B, 其 中 A Cc M, B C N, 使 得 


人 


f:M-ASN-B 


为 双全 纯 映 射 

5. 证 明 : 作为 加 群 , C 的 离散 子 群 必定 由 一 个 复数 或 两 个 实 线性 
无 关 的 复数 生成 . 

6. 任 给 非 零 复 数 7, 它 生 成 了 C 中 的 子 群 , 记 为 (7). 这 个 离散 子 
群 作用 在 C 上 , 其 商 空间 C/(Y) 为 黎 曼 曲面 . 试 将 所 有 这 种 黎 曼 曲面 
作 一 个 全 纯 同 构 下 的 分 类 . 
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在 前 一 节 中 , 我 们 了 解 到 许多 非 平凡 的 黎 曼 曲面 的 例子 ， 和 复 平 
面 中 的 区 域 不 同 , 这 些 曲面 上 一 般 不 再 有 整体 坐标 . 为 了 进一步 研究 
这 些 曲面 ,一 个 有 效 的 办 法 就 是 考虑 它们 的 线性 化 , 即 引 入 切 空 间 的 
概念 和 微分 形式 的 语言 . 为 此 , 设 M 为 黎 曼 曲面 , U。 为 它 的 一 个 局 
部 坐标 邻 域 ，pa 为 0。 上 的 坐标 映射 , p < Us。 不 失 一 般 性 , 我 们 
假设 pa(p) = 0. 记 z = z+V-1y 为 复 平面 C 上 的 标准 复 坐标 , 则 
Za 二 Zopay ya = yopa 分 别 为 Us。 上 的 实 坐 标 函数 , zs = za 十 V1 ya 
即 为 原先 U。 上 的 复 坐标 映射 p。. 为 了 简单 起 见 , 以 下 我 们 有 时 省 略 
下 标 wa. 

下 面 我 们 在 p 处 考虑 M 的 线性 化 . 首先 , 定义 


C”%(p) = {M 上 在 p 附近 有 定义 的 光滑 函数 }/ ~， 


这 里 等 价 关系 ~ 定义 为 : 两 个 在 p 附近 有 定义 的 光滑 函数 f,g 等 价 
的 充分 必要 条 件 是 在 p 的 更 小 的 某 个 邻 域 中 f = g. 在 C~(p) 中 引 
入 通常 的 函数 加 法 和 数 乘 运算 , 使 之 成 为 实 向 量 空间 . 为 了 简单 起 见 ， 
Cee(p) 中 的 元 素 仍 然 用 局 部 光滑 函数 表示 . 

其 次 , 我 们 称 满足 如 下 条 件 的 线性 算 子 Vi, : Ce(p) 一 民 为 M 在 
也 处 的 一 个 切 向 量 : 


Vp(f9) = f(p)Vo(g9) + g9(p)Vp(f), Vf,g ECO™(p). 


将 p 处 切 向 量 的 全 体 记 为 TM 称 为 M 在 p 处 的 切 空 间 . 显然 , T,M 
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中 可 以 引入 加 法 和 数 乘 运算 , 使 之 成 为 一 个 实 向 量 空间 .下面 我 们 说 
明 这 是 一 个 2 维 实 向 量 空 间 : 


(1) 我 们 定义 两 个 切 向 量 一 一 如 下 : 


让 | 


O oo 
四 - 晶 [eean vf € C™(p), 
8 8 
(f) = 而 | (f opa'), VfeoC™(p). 
0 
护 归 定义 下 | Ga) = 二 -| oo -2 (5) 一 0 -| (ie) = 
1. 因此 , 向 量 9 -2 | 线性 无 关 
DZa ’ Oya 站 
(2) 如 果 寺 - (1) =0, 2 (f)=0, 则 Ww(f) =0,v VW eT,M. 
Orzau |， C 


事实 上 , 任 给 fe Cee(p), 有 
1opaila-fogiO= { [feato)|e 


. 
本 [ [za(f o p27 )o(tzo) Tyoa(f o p21)u(tza)]dt 
3 wahi 证 yah2, 


其 中 加 , ha 仍 为 了 附近 的 光滑 函数 . 将 条 件 -2_| (由 =0, 2 二 | 三 


ee 
处 任意 切 向 量 作用 在 了 上 亦 为 堆 。  ， ， 
(8) 任 给 fe cm 四), 令 4= -mm 有 | 四 - 冯 瑟 | (/), 则 上 由 


(2) 知 多 (nh) = 0,Y WE TM, 从 而 


大 及 = co)z | (N+ Vlya) Bo- 


(有). 


了 


这 说 明 , 作为 切 向 量 , 记 二 Yes)-2_ | + Wlye) zo | 于 是 TM 由 


0 
Oza 
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0 
{站 中 了 张 成 
由 以 上 定义 可 以 看 出 , 对 于 复 平面 中 的 区 域 而 言 , 通过 使 用 标准 从 
标 , 区 域内 任何 一 点 的 切 空间 都 可 以 和 R? 自然 地 等 同 起 来 
有 了 曲面 的 线性 化 , 我 们 来 考虑 映射 的 线性 化 . 设 6: M _，N 为 
黎 曼 曲面 之 间 的 光滑 映射 , p < M， 定 义 切 空间 TM, Ty)N 之 间 的 
线性 映射 pup 如 下 : 


tp : TpM 一 Top) 人 
侈 一 加 ph)， 
其 中 切 向 量 $p(Wp) e Typ(p)N 定义 为 
prp(Vp)(g9) = Vp(g oP), YY9gEC” (Pp)). 
我 们 称 $y 为 $ 在 p 处 的 切 映射 或 微分 . 
切 映 射 具 有 以 下 性 质 : 
射 , 则 
(W oP)rp = Yrg(p) o Purp- 
(2) 如 果 zo 为 p 附近 的 复 坐 标 , ws 为 %(p) 附近 的 复 坐 标 , 则 切 
映射 ws 有 如 下 矩阵 表示 : 


0 0 

Bl | po a | Bs 
S| a lh 0 

Oya p OvyB 也 


其 中 尺 +V-1lv 是 4 在 两 个 局 部 坐标 下 的 局 部 表示 , 偏 导数 在 za(p) 
处 计算 . 

(3) 从 上 一 条 性 质 我 们 看 到 , 如 果 4 为 全 纯 映 射 , 由 Cauchy-Riemann 
方程 知 其 切 映 射 要 么 为 零 , 要 么 为 线性 同 构 . 

设 M 是 黎 曼 曲面 , 定义 集合 


T= | 人 加 三 
pEM 
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TM 上 有 自然 的 拓扑 , 我 们 称 TM 为 M 的 切 从 (关于 从 的 更 多 讨论 
参见 第 三 章 ), 其 从 投影 x : TM 一 M 定义 为 


TW)=p VWeTM. 


设 V:U 一 TM 为 光滑 映射 , 如 果 V 满足 条 件 V(p) e T,M, vpeU, 
则 称 其 为 VU 上 的 (光滑 ) 切 向 量 场 ， 特别 地 ， 如 果 U。 为 坐标 邻 域 ， 


可 0 0 
za = Za +V-1ye 为 坐标 函数 , 则 有 U。 上 的 如 下 向 量 场 了 一， 而 
O O 
2 Bya ， Us = TM™, 
0 0 O 0 


Bret Bez) Be) ™ Boel VE Uo 


不 难看 出 , Ca 上 的 切 向 量 场 均 可 写 为 下 面 的 形式 : 
0 0 


区 
Br Ovya 


其 中 a,b 为 U。 上 的 光滑 函数 . 

下 面 我 们 考虑 上 述 概念 的 对 偶 形式 . 仍 设 M 为 黎 曼 曲面 ,pe€ M. 
记 T*M 为 切 空间 的 对 偶 空 间 , 称 为 余 切 空 间 . 余 切 空间 中 的 元 素 称 为 
余 切 向 量 . 如 果 z。 = za 十 V-1ya 是 p 附近 的 局 部 坐标 , 则 T*M 有 


一 组 基 {dzalp,dyals}, 它们 是 {站 ,如 } 的 对 偶 基 
CE CE 2 


p 


O O 
hn Coal 5 
0 O 
dyalp [age 和 下 We 
与 切 从 完全 类 似 , 可 以 定义 余 切 从 
| 写 也 
DER 


) =“ Va,b € RR, 
了 


js Va,beR. 
了 


以 及 余 切 向 量 场 w : 7 一 T*M. 余 切 向 量 场 又 称 为 1 次 微分 形式 . 和 
切 向 量 场 类 似 , 在 局 部 坐标 邻 域 Qw 上 有 余 切 向 量 场 dr。, dy。, 并 且 
Va 上 任何 余 切 向 量 场 均 可 表示 为 
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Q: dzxa + b: dya 


的 形式 . 

我 们 可 以 从 另 一 个 角度 理解 dz。, dya. 为 此 , 设 f :U 一 RR 为 定 
义 在 UC M 上 的 光滑 函数 , 我 们 定义 f 的 外 微分 为 U 上 的 1 次 微分 
形式 df: 


df (p) ETHM, df (pV) = Vf), VV eTM, Vped. 


容易 验证 , 上 面 提 到 的 dz。, dya 分 别 为 坐标 函数 za, ya 的 外 微分 . 因 
此 , 如 果 更 换 坐 标 映射 为 zs = zp 十 V-1yg, 则 有 如 下 转换 关系 : 


dzra\Y /Uz uy dna 
eed 个 i ed A 
其 中 尺 二 V-1v = gao 9z1 为 坐标 转换 映射 . 
有 了 1 次 微分 形式 , 我 们 接着 定义 2 次 微分 形式 . 考虑 如 下 集合 : 
A 人 TYM = { 钞 :TM x TM 一 及 |% 为 偏 线性 反对 称 函 数 }. 


显然 , 在 这 个 集合 中 可 以 引入 加 法 和 数 乘 运算 使 之 成 为 向 量 空间 为 
了 得 到 这 个 向 量 空间 中 的 元 素 , 我 们 定义 模 积 运算 人 如 下 : 


A:TM x TIM — N°T*M, 
(wp Np) 一 wp A Mp, 
其 中 wp 人 mp Ee 和? T*M 定义 为 
wp 入 了 (多 Wp)=wp (Vp) Mp (Wp)—wp (Wp) Thp (Vp), V Vp, WpETpM. 
特别 地 , dzalp 人 dyalp e 和 T*M, 并 且 不 难 证 明 这 是 人 2T*M 的 基 . 和 
切 从 及 余 切 从 类 似 , 我 们 可 以 定义 一 个 新 的 从 


NT = | | A TM, 
pEM 
并 把 光滑 映射 w : U 一 人 TaM, w(p) es 人 TYM 称 为 UU 上 的 2 次 微 
分 形式 . 显然 , 攀 积 运算 可 以 定义 在 1 次 微分 形式 上 , 且 有 


(awl 十 bu2z) AN =awv An+bw Am， wA7 = 三 一 7 Aw. 
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例如 , dza 人 dya 为 Us 上 的 2 次 微分 形式 , 而 UV。 上 的 2 次 微分 形式 
均 可 写 为 adra 人 dya, 其 中 a 为 Us。 上 的 光滑 函数 . 如 果 更 换 坐 标 映 射 
为 2 二 殉 8 浊 V 一 176， 则 由 (2.6) 式 有 


Ur Uy 


dze MN\ dyg = det ( ) Uma A dys: (2.7) 


Vr Vy 

为 了 统一 起 见 , 我 们 也 将 光滑 函数 称 为 0 次 微分 形式 . i 次 微分 形 
式 也 常常 简称 为 i 形式 . 在 黎 曼 曲面 上 , 我 们 规定 3 次 及 3 次 以 上 的 
微分 形式 为 零 . 这 样 棉 积 运算 可 扩充 到 所 有 的 微分 形式 上 : 0 形式 与 
i 形式 的 攀 积 就 是 普通 乘积 , 1 形式 与 2 形式 及 2 次 以 上 微分 形式 的 横 
积 为 零 . 现在 我 们 可 以 把 外 微分 运算 d 也 扩充 到 所 有 微分 形式 上 : 如 
果 w= df 为 函数 f 的 外 微分 , 则 定义 dw = 0; 一 般 地 , 如 果 将 1 形式 
w 局 部 表示 为 w = adza 十 bdya, 则 定义 dw = da 人 dzra 十 db 人 入 dya. 不 
难 验证 这 是 定义 好 的 一 个 线性 运算 , 它 把 1 形式 变 为 2 形式 . 我 们 规 
定 , 2 形式 的 外 微分 为 零 . 

最 后 , 我 们 定义 作用 在 微分 形式 上 的 拉 回 运算 . 设 f:M 一 NN 为 
黎 曼 曲面 之 间 的 光滑 映射 , 拉 回 映射 f* 是 一 个 线性 映射 , 它 把 NN 上 
的 i 形式 变 为 M 上 的 i 形式 ，f* 作用 在 0 形式 上 就 是 复合 : 如 果 
9 :NN 一 民 为 N 上 的 光滑 函数 , 则 f*g = gof 为 M 上 的 光滑 函数 ; 
如 果 w 为 W 上 的 1 形式, 则 f*w 为 M 上 如 下 定义 的 1 形式 : 


frwp(Vo) = wp (fpV), VpeM,YVV,eTM. 


类 似 地 , 如 果 为 N 上 的 2 形式, 则 f*n 为 M 上 如 下 定义 的 2 形式 : 
fnp(Vo, Wp) = p80p) (frpVo, frpWp), VpE M,V Vp, Wp € TpM. 


拉 回 运算 具有 以 下 性 质 : 

(1) f*(w An) = f*(w) A fn); 

(2) d(f*(w)) = f*(dw). 

从 外 微分 运算 d 的 定义 我 们 不 难 知 道 &2 = 0. 利用 这 一 性 质 我 们 
定义 黎 曼 曲面 的 de Rham 上 同调 群 . 

定义 2.2.1 如果 dw = 0, 则 称 w 为 闭 形 式 ; 如 果 存 在 微分 形式 
n, 使 得 w = dn, 则 称 w 为 恰当 形式 . 对 于 gq = 0,1,2, 黎 曼 曲面 M 的 


人 


dg 次 de Rham 上 同调 群 定义 为 
瑟 In(M) = {gq 次 闭 形式 }/{q 次 恰当 形式 }， 


它 是 向 量 空间 的 商 空 间 . 

在 黎 曼 曲面 M 上 , 0 次 恰当 形式 均 为 零 , 而 0 次 闭 形式 就 是 局 
部 常 值 函数 .因此 , 瑟 ga(M) 描述 的 是 M 的 连通 分 支 的 个 数 .如果 
f : M 一 NN 为 黎 曼 曲面 之 间 的 光滑 映射 , 则 由 拉 回 运算 的 性 质 , 如 下 
定义 的 映射 是 定义 好 的 一 个 同 态 : 


f* : Hdr(N) —» Hdr(M), 
lw 一 [ 广 (w 咱 
定理 2.2.1 (Poincaré 引 理 ) ”Hh(C) ==0(g=1,2), 即 C 上 的 
闭 形式 必 为 恰当 形式 . 
证 明 设 z=z+V=iy 为 C 上 的 标准 复 坐标 , w 为 闭 形式 . 分 
两 种 情况 讨论 : 
(1) w 为 2 形式 . 此 时 w = F(x,y)dzr 人 dy. 令 


7 一 Fad dy, 


则 dn = w. 
(2) w 为 1 形式 . 此 时 ww=zpdz+ady. 由 dw=0 知 
ap _ 9g 
Oy Ox 
我 们 寻找 函数 f, 使 得 df = w. 这 等 价 于 说 
of of 
Dy 二 也 By = 4: 
容易 验证 , , 
= 了 p(t, vy)at +} q(0,t)dt 
即 为 所 求 的 一 个 解 . 


口 
注 ”显然 ,上 述 证 明 对 于 C 中 的 凸 区 域 均 成 立 . 特别 地 , #9.(D) = 
从 六 二 和 之 
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Poincaré 引 理 的 一 个 简单 应 用 : 设 wv 为 C 上 的 光滑 函数 , 考虑 
1 形式 w= wuzdy 一 uydzx. 简单 的 计算 表明 dw = (Awu)dz 人 dy. 因此 , 如 
果 久 为 调和 函数 , 则 w 为 闭 形式 , 从 而 为 恰当 形式 , 即 存在 光滑 函数 
v, 使 得 w = dv = vzdz 十 vydy. 这 说 明 w,wv 满足 Cauchy-Riemann 方 
程 , 即 w 是 全 纯 函 数 久 十 V-1v 的 实 部 . 

为 了 考虑 一 般 黎 曼 曲面 上 的 类 似 问 题 , 我 们 来 定义 黎 曼 曲面 上 微 
分 形式 的 积分 . 首先 考虑 1 形式 在 曲线 上 的 积分 . 为 此 , 设 w 为 黎 曼 曲 
面 M 上 的 1 形式 , o : [a,9] 一 M 为 M 上 的 光滑 曲线 . 任 取 te [oa 外， 
在 ol(t) 附近 取 M 的 局 部 坐标 ze = za + V-1vya, 在 此 局 部 坐标 邻 域 
内 w 有 局 部 表示 w = adzu 十 bdya. 令 


f(t) =aoo0(t). Talt) +boo(t) .yalt), 


其 中 Zalt) = Zo 00(t), yalt) = Ya 00(t). 定义 w 在 co 上 的 积分 为 
f=f 
我 们 有 


(1) 上 述 定义 是 恰当 的 , 即 和 M 上 局 部 坐标 的 选取 无 关 . 这 可 由 
(2.6) 式 得 到 . 
(2) 该 积分 和 曲线 的 “定向 ”有 关 . 如 果 对 o 重新 参数 化 , 设 新 的 


参数 为 + 一 go se [od 则 当 W >0 时 ,| w= /wi 当 w<0N 


Joog 
| “=-/% 
oog o 


(3) 如 果 w = df， 则 {w= fo0() -fool0) 特别 地 , 当 o 为 闭 


曲线 且 w 为 恰当 形式 时 , w 在 o 上 的 积分 为 零 . 
(4) 积分 关于 w 是 线性 的 , 关于 o 具有 可 加 性 : 


fo=/ w+/ w, Vcela,dl. 
Oo olfa,e] ol[e,b] 


其 次 , 我 们 考虑 2 形式 在 黎 曼 曲面 上 的 积分 . 设 Q 为 M 中 的 区 域 ， 
如 果 其 边界 69 非 空 , 则 要 求 它 的 边界 具有 一 定 的 正则 性 : Vp ee 89, 存 


es 


在 p 附近 的 局 部 坐标 邻 域 VU。 及 坐标 映射 pa : Da 一 C, 使 得 p(p) = 0， 
且 


oa(Uang) = {(zaya) € pal(Ua) | ya > 0}, 
pa(Ua NON) = {(Za, Ya) € pal(Ua) | ya = 0}. 
此 时 , 边界 69 可 自然 参数 化 为 一 条 光滑 曲线 . 注意 , 作为 M -9 的 边 
界 ,59 按照 这 个 方法 得 到 的 参数 化 跟 作为 9 的 边界 得 到 的 参数 化 广 
向 正好 相反 ! 
设 w 为 M 上 的 2 形式 ,suppwnoQ eQ. 我 们 来 定义 积分 he 
分 几 种 情形 讨论 : 
(1) 假设 存在 坐标 邻 域 U0, 使 得 suppw 中 Qc Us. 此 时 令 


fu=| adzadya, 
0 palUa) 


这 里 w 在 U。 上 的 局 部 表示 为 w = adzxa A dya. 利用 (2.7) 式 可 以 验 
证 , 这 个 定义 和 局 部 坐标 的 选取 无 关 , 且 积 分 关于 w 是 线性 的 . 

(2) 对 于 一 般 的 w, 我 们 要 借助 M 上 的 单位 分 解 来 化 为 情形 (1). 
所 谓 M 上 的 单位 分 解 是 指 至 多 可 数 个 光滑 函数 {9;}, 使 得 每 个 $; 的 
支 集 均 含 于 某 个 坐标 邻 域内 , 且 》 9; = 1. 如 果 存 在 这 样 的 单位 分 解 ， 


则 令 
he 一 2 上 pi “WwW. 
单位 分 解 可 以 如 下 构造 : 由 黎 曼 曲面 的 定义 , 我 们 可 以 选取 至 多 可 数 
个 坐标 邻 域 {0;} 及 相应 的 坐标 映射 pi, 使 得 
oiUi)={zECllz|<2}, 有 UporD= AM 
我 们 还 可 以 要 求 M 中 任何 一 点 均 只 含 于 有 限 个 这 样 的 坐标 邻 域 中 . 设 


9 为 第 一 章 推论 1.2.5 中 在 C 上 定义 的 光滑 函数 , 则 通过 零 延 拓 以 后 
9 opi 可 视 为 M 上 的 光滑 函数 , 并 且 水 = 》 pop: 在 M 上 恒 正 . 令 


bi = 9o pi/w, 则 {6i} 即 为 所 求 单位 分 解 ， 
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可 以 证 明 , 如 上 定义 的 积分 与 单位 分 解 的 选取 无 关 , 并 且 积 分 关于 
w 是 线性 的 . 关于 微分 形式 的 积分 , 我 们 有 重要 的 Stokes 积分 公 于 

定理 2.2.2 (Stokes 积分 公式 )” 设 M 为 黎 曼 曲面 , Q 是 如 上 所 
描述 的 区 域 , w 为 M 上 的 1 形式 , suppw 路 QE 9, 则 


f=/ WwW. 
EF on 


我 们 略 去 Stokes 积分 公式 的 证 明 (参看 本 节 习 题 ). 

以 下 我 们 考虑 若干 应 用 . 首先 我 们 有 

定理 2.2.3 ”Hin(C*) = RR, 其 中 C*==C {0}. 

证 明 ”定义 映射 

更 : Hr(C’) =» R, 
wl 一 a 
此 处 51 的 定向 是 作为 D 的 边界 得 到 的 定向 . 由 于 恰当 形式 在 闭 曲 线 
上 积分 为 零 , 故 B 是 不 依赖 于 代表 元 选取 的 同 态 , 即 & 的 定义 是 恰当 
的 . 在 C* 上 , 我 们 采用 极 坐标 
| 7 三 jcCo80， 
y =7sing. 


此 时 , 有 


1 
Or 二 7 (Tdz 十 ydy) = (zdy + ydz), 


1 
VE 


I 


注意 , 虽然 0 在 C* 上 没有 整体 定义 , 但 db 却 是 整体 定义 的 1 形式 , 且 
为 闭 形式 . 由 于 8(db) = 2 六 0, 故 6 为 满 同 态 . 下 面 说 明 8 也 是 单 
次 如 = 站 且 4 w = 0, 我 们 要 证 明 w 为 恰当 1 形式 . 为 此 ,将 

Sl 


w 写成 
w= fdr+ gdb. 


a Of 00 
dw 一 0 意味 着 入 = 地 -… 于 是 有 


人 


ti dA(f flt, oa) = g(1,0)d06. 


27 0 
现在 ， w=0 意味 着 / g(1,0)d9 = 0, 从 而 西数 / g(1, s)ds 在 
Sl 0 0 
5S1 以 及 C* 上 的 定义 是 恰当 的 . 令 


"= oat fs (1, s)ds, 


则 有 w = dn. El 

以 上 的 证 明显 然 对 于 D* 也 适用 . 因此 7},(D*) = 及 也 成 立 ， 作 
为 应 用 , 我 们 有 

定理 2.2.4 。 设 以 为 D* 上 的 调和 函数 , 则 以 为 D* 上 某 全 纯 函 
数 的 实 部 的 充分 必要 条 件 是 , 存在 0 < ro < 1, 使 得 人 二 一 0) 这 
里 D. = 二 | |2l< fo}: 

证 明 ”考虑 1 形式 w = wzdy 一 uydz. u 为 调和 函数 意味 着 w 为 
闭 形式 . 而 w 为 全 纯 函 数 的 实 部 的 充分 必要 条 件 是 w 为 恰当 形式 . 根 
据 前 一 定理 的 证 明 , w 为 恰当 形式 的 充分 必要 条 件 是 , 存在 0 < ro < 1 
使 得 ww 二 0. 而 对 于 /| w, 我 们 计算 如 下 : 

6D ODro 


tw 三 | Uzdy — uyd7x 
aD aD 


9 "0 


27 
= 人 (wzrcos0 十 WUyrsinO)dO 


27 
=} (Zuz + yuy)d0 
0 


= 要 
2 Or 


这 就 证 明了 定理 . 口 
显然 , 类 似 的 结论 对 于 C* 也 成 立 . 考虑 一 般 的 黎 曼 曲面 , 我 们 有 
定理 2.2.5 (i) 设 M 为 单 连通 黎 曼 曲面 , 则 Hin(M) = 0. 

( 刘 设 M 为 单 连通 黎 曼 曲面 , p E M,U 为 p 附近 的 坐标 邻 域 , p 

为 U 上 的 坐标 映射 , 且 p(p) = 0, yp(U) = 了 Di; 再 设 w 为 M 一 {p} 上 的 
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闭 1 形式. 如 果 存 在 0< ro < 1 使 得 / w=0, 则 w 为 M 一 {p} 


BUrs 
上 的 恰当 1 形式 , 其 中 Us = p71(Dro). 

证 明 (i) 任 给 M 上 的 闭 1 形式 w, 我 们 要 证 明 存 在 光滑 函数 了 ， 
使 得 w = df. 固定 M 中 一 点 po, 对 于 pe M, 取 连 接 po 和 p 的 光滑 


曲线 和 ,. 令 
f:M— oR, 


5 w. 
Yp 


容易 看 出 , 如 果 f 是 定义 好 的 光滑 函数 , 则 df = w. 下 面 就 说 明 /的 
定义 的 确 是 恰当 的 . 事实 上 , 如 果 另 有 连接 po, p 的 光滑 曲线 cr, 则 因 
为 M 为 单 连通 曲面 , 必 存 在 连续 映射 o : D 一 M, 使 得 o 把 单位 圆周 
Sl 从 -1 到 1 的 上 半圆 弧 映 为 y, 下 半圆 弧 映 为 op. 通过 光滑 化 , 我 
们 还 可 以 取 光 滑 的 映射 c (见习 题 ). 此 时 


/= 
= 人 rw)=0 


这 就 说 明 f 的 定义 是 恰当 的 , 从 而 容易 验证 是 光滑 函数 . 

(ii) 根据 定理 假设 及 定理 2.2.4 的 证 明 我 们 知道 , 存在 UV- {p} 上 
的 光滑 函数 g, 使 得 在 UU- {p} 上 w= dg. 取 U 上 的 光滑 函数 办 使 得 
9 在 p 附近 恒 为 1, 在 U 的 边界 附近 恒 为 零 . 通过 零 延 拓 , 5:9 可 视 为 
M - {p} 上 的 光滑 函数 . 此 时 w -= db :9) 在 p 附近 恒 为 零 , 因而 可 视 
为 M 上 的 光滑 1 形式 , 且 显 然 为 闭 形式 . 由 (i) 知 , w 一 d(9:9) 为 M 
上 的 恰当 形式 . 这 就 说 明了 w 为 M - {p} 上 的 恰当 1 形式 . 口 

我 们 举 两 个 例子 以 说 明定 理 的 应 用 . 

(1) 设 9 为 单 连通 黎 曼 曲面 M 上 定义 的 处 处 非 零 的 全 纯 函 数 , 则 
任 给 正 整数 > 1, 均 存在 M 上 全 纯 函 数 f, 使 得 f* = g. 

为 了 求 得 整体 的 解 f, 我 们 先 求 局 部 解 . 任 取 pe M, 由 9 非 零 知 ， 
存在 p 附近 的 坐标 邻 域 , 及 U。 上 的 全 纯 函数 户 , 使 得 ft = 9; 当 
Us U 关 2 时 ,存在 常数 cpo, 使 得 在 U, Nn Us 上 f= cpgfo. 如 果 在 
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Up 上 定义 复 系数 1 形式 (下 面 将 定义 复 系数 的 微分 形式 ) wp = dfy/ fo， 
则 在 Us nN VU。 上 ww = wo 因此 我 们 得 到 M 上 整体 定义 的 闭 形 式 
w， 由 定理 2.2.5 可 知 , 存在 光滑 复 值 函数 h, 使 得 在 每 个 UV, 上 均 有 
dh = w = df,/fo, 从 而 在 码 上 de = 0, 即 存在 常数 c,, 使 得 
fre* = cp. 特别 地 , e-* 为 全 纯 函 数 . 由 访 的 选取 , 有 


这 说 明 ck 是 不 依赖 p 的 常数 , 记 为 c. 令 了 = |cl7sen 则 了 为 M 上 
的 全 纯 函 数 , 且 f* = 9. 

(2) 设 9 为 单 连通 黎 曼 曲面 M 上 定义 的 处 处 非 零 的 全 纯 函 数 , 则 
存在 M 上 的 全 纯 函 数 f, 使 得 ef = 9. 其 证 明和 (1) 类 似 , 留 作 习 题 
(由 (2) 可 以 推出 (1)). 

上 面 用 到 了 复 系数 的 微分 形式 , 我 们 现在 说 明 如 下 : 在 本 节 开头 
定义 黎 曼 曲面 的 切 向 量 , 切 空间 及 微分 形式 等 的 时 候 , 我 们 是 把 黎 曼 曲 
面 视 为 2 维 实 流 形 , 因此 涉及 的 向 量 空间 都 是 实 系数 的 向 量 空间 . 现 
在 , 我 们 把 这 些 实 的 向 量 空间 全 部 复 化 , 即 允 许 系数 取 复 数 , 从 而 切 向 
量 场 和 微分 形式 也 允许 复 系数 . 例如 , 如 果 z = z+ V=-1y 是 黎 曼 曲 面 
的 局 部 复 坐 标 , 则 

0 1/9 O 0 
殉 -3(W-V 1 太 ) 
为 局 部 复 切 向 量 场 , 而 
dz=dzr+V-ldy, dz=dr—V-ldy 


为 局 部 复 1 形式 .作为 对 偶 空间 里 的 元 素 , 我 们 有 如 下 逐 点 成 立 的 
等 式 : 


通过 简单 的 计算 , 我 们 有 下 面 的 等 式 : 
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dz A dy = 


= _ 

5 dz A dz. 

一 般 地 , 如 果 f 为 光滑 函数 , 其 实 部 和 虚 部 分 别 为 w, v, 则 
p(T (+I) 


OF 2\0z7 
-+ 


这 说 明 f 为 全 纯 函 数 的 充分 必要 条 件 是 让 -二 

我 们 用 44 (q = 0,1,2) 表示 黎 曼 曲面 上 的 g 次 微分 形式 的 全 体 组 
成 的 线性 空间 ， 对 于 1 形式 , 如 果 其 局 部 表示 形 如 pdz, 则 称 为 (1,0) 
型 的 1 形式 ; 如 果 其 局 部 表示 形 如 gdz, 则 称 为 (0,1) 型 的 1 形式 . 
1 形式 的 这 种 分 类 和 局 部 坐标 的 选取 无 关 . (1,0) 型 的 1 形式 的 全 体 记 
为 410, (0,1) 型 的 1 形式 的 全 体 记 为 401. 显然 , 有 


A! ee 410 图 401. 


2 形式 也 称 为 (1,1) 型 的 微分 形式 . 通常 把 (p,g) 型 的 微分 形式 简称 为 
(p,q) 形式 . 

现在 我 们 定义 两 个 重要 的 线性 算 子 9 : 44 一 49+1, 5 : 44 一 49+1 
如 下 : 

如 果 fe 40, 则 令 


0f = dz eA, 6f = 


如 果 w = pdz 十 gdz e 41, 则 令 
lo de We 
Oz Oz 
如 果 we 42, 则 令 8w = 6w = 0. 
算 子 9, 6 具有 如 下 性 质 : 
(1) d= 0+0; 
(2) 0=6; 


et 


(3) 02 = 2 =0, 60 = -06; 
(4) 如 果 f : M 一 N 为 全 纯 映 射 , 则 f* 是 保 型 的 , 且 


fo=0f*, 6f*= f°6. 
这 些 性 质 的 证 明 都 是 直接 的 , 留 作 习 题 . 
习 题 2.2 


1. 设 o:[0,e] 一 M 是 黎 曼 曲面 上 的 一 条 光滑 曲线 , c(0) = pe M. 
我 们 定义 它 的 初始 切 向 量 o'(0) 为 Too 中 的 一 个 元 素 : 


“OO = | fol), Vf ec™(p). 
0 
证 明 : 如 果 $: M -NN 为 黎 曼 曲面 之 间 的 光滑 映射 , 则 
(0'(0)) = (00)(0). 


说 明 上 式 可 用 来 给 出 切 映射 的 男 一 个 定义 . 

2. 给 出 (2.6) 式 和 (2.7) 式 的 证 明 . 

3. 利用 单位 分 解 给 出 Stokes 积分 公式 的 证 明 . 

4. 给 出 定理 2.2.5 后 面 应 用 中 (2) 的 证 明 . 

5. 证 明 : H24(C*) = H3n(D*) = 0. 

6. 设 f:D 一 M 是 从 圆 盘 D 到 黎 曼 曲面 M 的 连续 映射 , 且 /在 
圆 盘 D 的 边界 附近 是 光滑 的 . 证 明 : 存在 光滑 映射 9 :了 一 M, 使 得 9 
和 了 在 圆 盘 边 界 附近 相同 . 

7. 证 明 : 黎 曼 曲面 之 间 同 伦 的 映射 /:M 一 NA 和 g:M 一 NN 诱 
导出 的 de Rham 上 同调 群 同 态 是 相同 的 . 特别 地 , 同 伦 等 价 的 黎 曼 曲 
面具 有 同 构 的 de Rham 上 同调 群 . 


$2.3” 亚 纯 函 数 与 亚 纯 微分 


本 节 继 续 研 究 歼 曼 曲 面 之 间 全 纯 映射 的 局 部 和 整体 性 质 . 首先 来 
看 一 个 简单 的 例子 . 


人 


例 2.3.1 设 有 为 正 整 数 , 考虑 复 平面 上 单位 圆 盘 四 到 了 四 的 全 
纯 映射 
f:D—D, f(z)=z*, vzeD. 


当 zo0 关 0 时 , 了 在 zo 附近 是 一 一 的 映射 ; 当 zo =0 时 ,了 在 zo 附 
近 ( 除 zo 以 外 ) 是 天 到 1 的 映射 , 即 是 一 个 有 限 叶 数 的 复 迭 映射 . 

一 般 地 , 设 f : D 一 C 为 非常 值 的 全 纯 函 数 . 不 失 一 般 性 , 假设 
f(0) = 0. 由 全 纯 函 数 的 性 质 , 存在 整数 大 > 1 及 了 上 的 全 纯 函 数 9， 
使 得 

f(z)=z*.g(z), vze€D, 

且 9 在 原点 0 附近 不 为 零 . 根据 前 一 节 定 理 2.2.5 后 面 的 讨论 , 存在 
原点 0 附近 的 全 纯 函 数 h, 使 得 h* = 9. 因此 , 在 原点 0 附近 f(z) = 
[zh(z)]*. 全 纯 映 射 8(z) = zh(z) 在 原点 0 附近 为 一 一 映射 , 因而 可 
以 作为 原点 0 附近 的 局 部 坐标 . 在 这 个 局 部 坐标 下 , f 可 以 表示 为 


f op lw) = wt. 


这 说 明 , f 在 原点 0 附近 的 性 质 和 例 2.3.1 中 的 完全 相同 . 

为 了 更 好 地 描述 全 纯 映 射 地 性 质 , 我 们 引入 分 歧 覆 盖 的 概念 . 

定义 2.3.1 设 f: 久 一 为 拓扑 空间 之 间 的 连续 映射 如 果 
任 给 p E M, 均 存 在 p 的 邻 域 U, 使 得 ff :U{p} 一 f(U) 一 {f(p)} 
etd ei 复 迭 映射 , 则 称 了 为 一 个 分 歧 覆 盖 . f : U 一 {p} 一 

(U) 一 {f(p)} 的 叶 数 上 称 为 p 的 重 数 , 这 时 也 称 p 履 盖 f(p)k 次 . 

根据 本 节 开 头 的 讨论 , 非常 值 全 纯 函 数 是 分 歧 覆 盖 . 由 于 黎 曼 曲面 
之 间 的 全 纯 映 射 的 局 部 表示 为 全 纯 函 数 , 因此 我 们 就 得 到 

命题 2.3.1 设 f:M 一 NN 为 黎 曼 曲面 之 间 的 非常 值 全 纯 映射 
则 f 为 分 歧 改 盖 . 

设 f : M 一 NN 为 全 纯 映 射 , ge N. 定义 

#f-'(q) = 》，(f 在 p 处 的 重 数 )， 
PE (9g) 


称 之 为 gq 在 f 下 原 像 的 个 数 ( 含 重 数 ). 
下 面 我 们 考虑 全 纯 映 射 的 特殊 情形 , 即 值 域 为 黎 曼 球面 S 的 情形 . 


0 


定义 2.3.2 设 M 为 黎 曼 曲面 M 上 满足 条 件 f 关 00 的 全 纯 映 
射 f:M 一 S 称 为 M 上 的 亚 纯 函数 . 当 fp) = co 时, 称 p 为 f 的 极 


如 果 M = Q 是 C 上 的 区 域 , f 是 人 上 通常 定义 的 亚 纯 函数 , 则 
通过 在 极点 处 将 f 定义 为 无 穷 远 点 就 把 f 延 拓 为 从 Q 到 $S 的 连续 映 
射 . 容易 验证 , 延 拓 后 的 映射 作为 黎 曼 曲面 之 间 的 映射 是 全 纯 映 射 . 这 
就 说 明 , 上 述 黎 曼 曲 面 上 亚 纯 函数 的 定义 是 自然 和 合理 的 .下 面 我 们 
考虑 黎 曼 球面 S 上 的 亚 纯 函 数 . 

设 f,g 关 0 为 C 上 的 复 系数 多 项 式 全 纯 函 数 , 我 们 称 C 上 的 亚 
纯 函数 f/g 为 有 理 函 数 . 进一步 , 通过 令 

. f(z) 
f/g(%)= a 
就 把 f/g 延 拓 为 从 黎 曼 球 面 S 到 $ 的 映射 . 容易 看 出 , 这 是 一 个 全 纯 
映射 , 因而 是 S 上 的 亚 纯 函 数 . 反之 , 我 们 有 如 下 定理 : 

定理 2.3.2 ” 黎 受 球面 上 的 亚 纯 函 数 必 为 有 理 函 数 . 

证 明 ” 设 f:S 一 ;S$ 为 亚 纯 函 数 . 不 失 一 般 性 , 可 设 f(oo0) 关 co( 不 
然 可 以 考虑 1/f). 因此 , 存在 R > 0, 使 得 f(z) 关 oo, Y |z| > R. 点 集 
f-1(00)CC=S- {oo0} 是 {z ||z| < R} 中 的 离散 子 集 , 故 为 有 限 集 
合 . 取 定 ae 广 !(oo), 在 a 附近 , f 有 Laurent 展开 , 从 而 f 可 写 为 


1 


之 一 QQ 


f(s)=P,(—— )+ H(z), 
其 中 玉 为 多 项 式 , H。 在 a 处 全 纯 . 令 


= 5 PB(——), 


儿 一 闪 
aef (oo) 


则 f(z) 一 s(z) 在 每 个 a € f-1(oo) 附近 都 有 界 , 从 而 可 以 全 纯 延 拓 到 
整个 复 平 面 C 上 . 又 因为 f(co) 有 限 , s(co) = 0, 故 J 一 s 为 C 上 的 有 
界 全 纯 函 数 , 从 而 为 常数 . 这 说 明 f 为 有 理 函 数 . 口 

如 果 z 为 C 上 的 复 坐 标 , 则 z 也 可 看 成 S 上 的 亚 纯 函 数 . 根据 上 
面 的 定理 , S 上 的 亚 纯 函 数 全 体 正 好 就 是 有 理 函 数 域 C(z). 一 般 地 , 黎 
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曼 曲 面 M 上 的 亚 纯 函数 之 间 也 可 以 定义 加 法 、 数 乘 、 乘 法 和 除法 运 
算 (注意 在 极点 和 零点 处 应 如 何 处 理 加 法 、 乘 法 和 除法 ). 

定义 2.3.3 黎 曼 曲面 M 上 亚 纯 函 数 的 全 体 在 通常 的 加 法 、 数 乘 
运算 下 构成 一 个 域 , 它 是 复数 域 的 扩张 , 称 为 亚 纯 函 数 域 , 记 为 gf(M). 
设 feEm(M), 且 f 关 0. 对 于 VpeM, 设 z 为 p 附近 的 坐标 函数 且 
z(p) = 二 0, 在 p 附近 f 有 Laurent 展开 : 


f(z2)=anz*+antiz"t +..., ne€Z, an#0. 


称 n 为 f 在 p 处 的 赋值 , 记 为 vj(f)， 当 n <0 时 , p 为 『 的 极点 ， 
n= 二 一 1 时 称 p 为 单 极 点 ; 当 n>0 时 ,p 为 f 的 零点 ,n= 二 1 时 称 p 为 


vp(0) = co， vpE€EM. 


赋值 映射 ww 具有 如 下 性 质 : 

(1) wp(f) 的 定义 与 局 部 坐标 的 选取 无 关 ; 

(2) vp(f * 9) = vp(f) + vp(g), Vp(f + 9) > min{vp(f), vp(9)}. 

下 面 , 我 们 借助 留 数 公 式 来 研究 紧 致 黎 曼 曲面 上 亚 纯 函数 的 整体 
性 质 . 

定义 2.3.4 ” 黎 曼 曲面 M 上 闭 的 (1,0) 形式 称 为 全 纯 微分 . 全 纯 
微分 的 全 体 组 成 一 个 复 向 量 空间 , 记 为 H(M). 

全 纯 微 分 具有 下 列 性 质 : 

(1) 如 果 U 为 M 的 局 部 坐标 邻 域 , z 为 U 上 的 坐标 函数 , 则 全 纯 
微分 在 VU 上 可 表示 为 fdz, 其 中 系数 f 为 U 上 的 全 纯 函 数 ; 

(2) 如 果 9 是 M 上 的 全 纯 函 数 , 则 dg 为 M 上 的 全 纯 微 分 ; 

(3) 如 果 4:M 一 六 为 全 纯 映 射 ,n 为 N 上 的 全 纯 微分 , 则 9* (7m) 
为 M 上 的 全 纯 微 分 ; 

(4) 设 w, 7 为 M 上 的 全 纯 微 分 ,7 关 0, 则 w/7 为 M 上 的 亚 纯 
函数 . 

如 果 z 为 C 上 的 标准 复 坐 标 , 则 dz 显然 是 C 上 的 全 纯 微 分 . 由 
于 > 可 以 看 成 S 上 的 亚 纯 函 数 , 我 们 也 希望 将 dz 看 成 S 上 的 某 种 微 
分 形式 . 当 采 用 S$ 在 无 穷 远 点 附近 的 坐标 函数 w = 1/z 时 , dz 可 以 表 
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示 为 如 = -让 dw 它 的 系数 在 w = 0( 即 z = co) 处 有 一 个 极点 . 如 果 


允许 极点 出 现 , 我 们 就 得 到 亚 纯 微 分 的 概念 . 

定义 2.3.5 设 M 为 黎 曼 曲面 . M 上 的 亚 纯 微分 是 指 M 除 掉 某 
个 离散 子 集 后 其 上 的 全 纯 微 分 , 使 得 此 全 纯 微分 的 局 部 表示 的 系数 为 
AM 上 的 局 部 亚 纯 函数 . 亚 纯 微分 的 全 体 也 组 成 一 个 复 向 量 空间 , 记 为 
RR(M). 对 于 pe M,weER(M), 定义 w 在 p 处 的 赋值 vw,(M) 为 w 的 
局 部 表示 的 系数 在 p 处 的 赋值 . 

亚 纯 微分 具有 下 列 性 质 : 

(1) 如 果 9 为 M 上 的 亚 纯 函数 , w 为 亚 纯 微分 , 则 g .w 为 亚 纯 
微分 ; 

(2) 如 果 $ : M 一 NN 为 全 纯 映射 ,n 为 NV 上 的 亚 纯 微分 , 则 8*(m) 
为 M 上 的 亚 纯 微分 ; 

(3) 如 果 f 是 M 上 的 亚 纯 函数 , 则 df = f*(dz) 为 M 上 的 亚 纯 
微分 ; 

(4) 设 w, 7 为 M 上 的 亚 纯 微分 , m 关 0, 则 w/n 为 M 上 的 亚 纯 
函数 . 

定义 2.3.6 ” 设 ww 为 黎 曼 曲面 M 上 的 亚 纯 微分 . 任 取 P E M,， 
设 p 附近 的 坐标 涵 数 为 z, z(p) = 0, 且 在 此 局 部 坐标 下 , w 有 如 下 局 部 
表示 : 

A i A ,es b(z))dz, 

其 中 b(z) 是 p 附近 的 全 纯 函数 . 称 a_1 为 w 在 p 处 的 留 数 , 记 为 
Resp(w). 

下 面 的 引 理 表明 , 留 数 的 定义 是 恰当 的 . 

引 理 2.3.3 Resp(w) 的 定义 与 坐标 函数 的 选取 无 关 . 

证 明 在 2 的 坐标 邻 域 中 取 以 pb 为 中 心 的 圆 盘 B, 则 有 


asl oo oat+ | b(z)dz 
aB 6 6 8 


三 0 十 …' 十 27rV 一 la_l + dbAdz 
B 
一 27TV 一 la_1. 


ee ree ee 


这 说 明 
人 27rV 一 1 和 


如 果 我 们 取 两 个 这 样 的 圆 盘 B1, Bo, 且 Bs。 c Bi1, 则 由 Stokes 积分 公 


式 , 有 
由 一 全 一 和 dw = 0. 
OB1 8B2 Bi1i—B2 


这 说 明 a_1 的 定义 是 恰当 的 . 口 
作为 Stokes 积分 公式 的 一 个 应 用 , 我 们 得 到 重要 的 留 数 定理 . 
定理 2.3.4 ( 留 数 定理 ) 设 M 为 紧 致 黎 曼 曲面 , 则 对 任何 的 亚 纯 

微分 w, 均 有 


Q 一 


>， Resp(w) = 0. 
pEM 
证 明 ”按照 留 数 的 定义 , 只 有 在 极点 处 留 数 才 可 能 非 零 . 对 于 一 
个 非 零 的 亚 纯 微 分 w, 其 极点 为 M 中 的 离散 子 集 . 因此 , 如 果 M 是 紧 
致 曲面 , 则 定理 中 的 求 和 实际 上 是 一 个 有 限 和 . 
设 w 的 极点 为 p1,p2,… ,px, 并 设 B; 为 含 p; 的 坐标 圆 盘 , 且 当 
i #7 时, BiN B;= 8%. 久久 = 计 一 LB 则 wu 为 Q 上 的 全 纯 微分 . 


由 Stokes 积分 公式 , 有 


Q an a 


根据 引 理 2.3.3 立 知 留 数 定理 成 立 . 口 
注 “从 留 数 定理 的 证 明 过 程 可 以 得 到 带 边区 域 上 的 留 数 公式 : 
/ w= —2xnV-1l 》 Resp(w). 

Ou pEQ 
留 数 定理 可 以 用 来 研究 紧 致 黎 曼 曲面 上 的 亚 纯 函数 . 这 是 因为 ， 
如 果 f : M 一 S 为 亚 纯 函 数 , 则 w = df/f 为 亚 纯 微分 , 且 按 照 赋值 和 
留 数 的 定义 , 有 
vp(f) = Resp(w). 


由 留 数 定理 , 就 有 


和 


由 于 当 p 不 是 极点 或 零点 时 , v,(f) = 0, 上 式 可 改写 为 
六 (m= Y, wh), 
pEf -1(00) PE -1(0) 
即 
#0) = #0). 
进一步 , 任 取 a EC, 均 有 


#f° "(a)=#(f —a) "(0)=#(f 一 ao 一 (oo)=# 广 (oo)， 


即 任何 一 点 在 f 下 原 像 的 个 数 都 与 太 的 极点 个 数 相 同 . 这 就 得 到 如 下 
推论 : 

推论 2.3.5 设 M 为 紧 致 黎 曼 曲面 f :MM 一 S 为 M 上 的 非常 
值 亚 纯 函 数 , 则 有 

(i) f 的 零点 个 数 和 极点 个 数 相等 , 即 # 广 1(co) = # 广 1(0). 

(让) 对 于 VaeS, 均 有 #f "(a) =# 广 :(oo), 即 #f (a) 为 常数 
( 称 为 分 歧 履 盖 f 的 了 叶 数 或 重 数 ). 特别 地 , f 是 满 射 . 

在 上 述 推论 中 , 如 果 M = S, 且 f 为 n 次 多 项 式 , 则 ##f-!1(00) = nn， 
因而 有 

#f (0)=n. 


这 说 明 C 上 的 n 次 复 系数 多 项 式 有 nn 个 根 . 这 也 就 是 代数 基本 定理 . 
习 题 2.3 


1. 计算 黎 曼 球面 S 的 全 纯 自 同 构 群 . 

2. 证 明 : w 为 全 纯 微分 < w 为 (1,0) 型 的 1 形式 , 且 Bw = 0. 

3. 证 明 : 黎 曼 球面 S 上 没有 非 平凡 的 全 纯 微分 . 

4. 证 明 : 黎 曼 环 面 C/A 上 全 纯 微分 全 体 组 成 的 向 量 空间 的 维 数 
为 1. 


5. 证 明 : C 上 的 (1,1) 型 微分 形式 w = i +|z|2)-2dz 和 人 dz 可 
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延 拓 为 S 上 的 光滑 (1,1) 型 微分 形式 , 且 二 


6. 设 如 上 一 题 , f: M _，S 为 紧 致 黎 曼 曲 面 M 上 的 亚 纯 函数 
证 明 : 
cl a x 
el) = fs (w) 


7. 设 f : M 一 NN 为 紧 致 歼 曼 曲面 之 间 的 非常 值 全 纯 映 射 ， 证 
明 : # 广 1(q) (ae N) 不 依赖 于 9 的 选取 , 是 由 f 所 确定 的 常数 ( 称 为 
f 的 重 数 ). 
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在 本 节 和 下 一 节 中 , 我 们 将 利用 黎 曼 曲面 上 的 调和 函数 来 研究 黎 
曼 曲 面 . 首先 我 们 将 调和 函数 的 概念 推广 到 黎 曼 曲面 上 . 

定义 2.4.1 设 M 为 黎 曙 曲面, 以: 1M 一 民 为 连续 函数 . 如 果 在 
任何 一 点 附近 , _ 均 为 M 上 某 个 局 部 全 纯 函 数 的 实 部 , 则 称 久 为 M 
上 的 调和 函数 . 

如 果 M = 9 为 复 平面 C 上 的 区 域 , 则 上 述 定义 和 第 一 章 中 调和 
函数 的 定义 是 一 致 的 . 利用 黎 曼 曲面 上 的 局 部 坐标 , 我 们 也 可 以 这 样 
定义 调和 函数 : 如 果 对 黎 曼 曲面 M 的 任意 局 部 坐标 映射 $, 复合 函数 
uo9-1 均 为 复 平面 开 集 上 的 调和 函数 , 则 称 w% 为 M 上 的 调和 函数 . 

下 面 我 们 来 寻求 调和 函数 的 整体 刻画 . 为 此 , 设 w 是 M 上 的 一 个 


光滑 函数 , z = z+ VIy 为 局 部 坐标 函数 , 令 w = 丈 a Ldy ~ Sd, 由 
定义 知 , u 为 调和 函数 当 且 仅 当 dw = 0. Sr 1 形式 w 实际 


Oy 
上 是 M 上 的 一 个 与 局 部 坐标 选取 无 关 的 整体 定义 的 1 形式 . 我 们 首 
先 引 入 如 下 线性 算 子 * : 41(M) 一 A1(M): 


*n = ady— bdzr, Vn=adz+bdye A'(M). 
这 个 算 子 称 为 Hodge 星 算 子 . 显然 有 
(1) *2 = —1; 


(2) *(dz) = 一 V 一 Idz, *(dz) = V—1 dz; 
(3) Hodge 星 算 子 与 局 部 坐标 的 选取 无 关 
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利用 Hodge 星 算 子 , 我 们 有 


Ou Ou 
三 区 多 Ea = du, 
其 中 du = 器 如 + 导 册 是 的 外 微分 . 另外 , 我 们 也 有 
Ou 176 Ou 
和 = 二 = 3 人 (dz — V 一 1dy) 
1 [Ow Ou Ou Ou 
~ (du — V—1*du). 


这 说 明 v 为 调和 函数 当 且 仅 当 Bw 为 闭 形式 . 总 之 , 我 们 得 到 调和 函 
数 的 如 下 刻画 : 

命题 2.4.1 为 黎 曼 曲面 M 上 的 调和 函数 和 > *du 为 闭 形 式 
< 全 Ow 为 闭 形式 > 06w = 0. 

由 前 一 节 的 定理 2.2.5 我 们 得 到 单 连通 黎 曼 曲面 上 调和 函数 的 如 
下 性 质 : 

命题 2.4.2 。 设 M 为 单 连通 黎 曼 曲面 如 果 为 M 上 的 调和 
函数 , 则 uu 为 M 上 全 纯 函数 的 实 部 . 再 设 p E JM, B 为 p 附近 的 坐 


标 国 盘 如果 为 M 一 {p} 上 的 调和 函数 且 ,大 二 生财 志 萝 
oaB 


M 一 {p} 上 全 纯 函数 的 实 部 ; 如 果 为 M 一 {p} 上 的 调和 函数 , 且 在 
B 内 存在 全 纯 通 数 FB, 使 得 以 二 ln|FB|, 则 存在 M 上 的 全 纯 函数 下， 
使 得 二 In|F|. 

证 明 ”如 果 为 调和 函数 , 则 由 上 面 的 讨论 可 知 , *du 为 闭 形式 . 
而 如 果 此 时 *au = dv 还 是 恰当 形式 , 则 h = w+ V-1wv 为 全 纯 函 数 , v 
为 h 的 实 部 . 直接 利用 定理 2.2.5 即 可 得 到 命题 的 前 两 个 结论 . 

对 于 最 后 一 个 结论 , 我 们 可 以 首先 把 B 扩充 为 M 的 开 覆 盖 { B。}， 
使 得 每 个 B。 均 为 局 部 坐标 圆 盘 , 且 两 个 这 样 的 坐标 圆 盘 要 么 交集 为 
空 , 要 么 交集 连通 . 在 B。 内 , 存在 全 纯 函 数 G。, 使 得 其 实 部 为 u. 令 
及 =ec“, 则 丽 为 内 的 全 纯 函 数 , 且 w= In|F|. 如 果 Bs。N Bo 
@, 则 存在 常数 cae, 使 得 |cag| = 1, 且 Fs = cagpFa. 此 时 Fj14dF 为 
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M - {p} 上 整体 定义 的 闭 形式 , 记 为 w. 我 们 有 
op se 和 二 世 
oaB 


在 M 一 {p} 上 定义 函数 下 如 下 : 固定 一 点 po € M -- {p}), 设 gq 为 任意 
一 点 , 取 M 一 {p} 中 连接 po, g 的 光滑 曲线 co 令 


F(g) = eles®. 


利用 M 的 单 连通 性 不 难看 出 , 函数 FF 的 定义 是 恰当 的 , 且 F-14dF = w. 
因此 , 在 B。 上 , Ff-1F。 = co 为 常数 , 且 |c。| = |cel. 不 妨 设 |ce| = 1， 
从 而 本 cz = 是 M 上 整体 定义 的 全 纯 函 数 ,并且 w=In|F|. 口 

由 调和 函数 的 定义 知 , 我 们 在 第 一 章 中 讨论 的 复 平面 上 调和 函数 
的 许多 性 质 对 于 黎 曼 曲面 上 的 调和 函数 仍然 成 立 , 例如 最 大 值 原理 ， 
Harnack 原理 等 . 

在 第 一 章 中 , 我 们 知道 复 平面 中 圆 盘 上 的 调和 函数 的 Dirichlet 边 
值 问题 存在 唯一 的 解 . 在 一 般 的 黎 曼 曲面 上 , 我 们 也 希望 有 类 似 的 结 
果 . 为 此 , 我 们 要 引入 次 调和 函数 的 概念 . 

定义 2.4.2 (平面 次 调和 函数 ) 设 v:Q 一 了 月 为 复 平 面 区 域 上 的 
连续 函数 . 如 果 对 2 中 的 任何 圆 盘 B(p), 均 有 


27 
ug)< 于 人 up+re*)d9，( 平 均值 不 等 ) 
TJo 


则 称 久 为 Q 上 的 次 调和 函数 . 

由 定义 容易 看 出 , 和 调和 函数 一 样 , 次 调和 函数 也 满足 极 大 值 原 
理 . 次 调和 函数 有 如 下 刻画 ; 

命题 2.4.3 ”以 下 几 条 是 等 价 的 : 

:9 一 屎 为 次 调和 函数 ; 

(ii) 对 于 任意 区 域 0 EQ 及 Q/ 上 的 调和 函数 内 -在 9 内 
达 不 到 局 部 极 大 值 , 除非 一 v 在 0' 上 为 常 值 ; 

( 首 ) 对 于 Q 中 的 任意 圆 盘 B, 设 wuB 是 昌 内 以 ulaB 为 边 值 的 调 
和 函数 , 则 在 B 内 有 wwup. 

证 明 (i) 全 (让). 如 果 ww 为 次 调和 函数 , v 为 调和 函数 , 则 wv 一 wv 
仍然 满足 平均 值 不 等 式 , 因此 最 大 值 原理 对 w 一 v 仍然 成 立 . 


ee 


(i) 过 ( 阁 ). 如 果 最 大 值 原理 成 立 , 则 由 于 w 一 us 在 圆 盘 边 界 9B 
上 为 零 , 故 在 圆 盘 B 内 成 立 不 等 式 w 一 up < 0. 
( 诈 ) 全 Q). 任 取 圆 盘 B, 有 


u(p) < up(p) 


27 
ee 20 
一 二 uB(p+re” )d0 
1 27 4 
二 去 | vu(p+ re )d0. 


这 就 证 明了 命题 中 (i), (i), (ii) 的 等 价 性 . 口 

和 调和 函数 一 样 , 黎 曼 曲面 上 也 可 定义 次 调和 函数 : 设 久 : M 一 民 
为 黎 曼 曲面 M 上 的 连续 函数 . 如 果 对 任意 局 部 坐标 映射 $, uo9-1! 均 
为 平面 次 调和 函数 , 则 称 v 为 M 上 的 次 调和 函数 . 

次 调和 函数 具有 如 下 性 质 : 

(1) 如 果 M = UUV, 其 中 U,V 为 开 集 , 且 wlv, wlv 均 为 次 调和 
函数 , 则 wv 为 M 上 的 次 调和 函数 ; 

(2) 如 果 wi， wz 为 次 调和 函数 ， 则 max{ui,wu2} 为 次 调和 函数 ， 
aul 十 buz 也 是 次 调和 函数 , 其 中 a, 5 为 非 负 实 数 ; 

(3) 设 以 : M 一 及 为 次 调和 函数 , 对 M 上 任 一 坐标 圆 盘 B, 又 设 
uB 是 以 ulaB 为 边 值 的 B 内 调和 函数 , 则 如 下 定义 的 M 上 的 连续 函 
数 zp 是 次 调和 函数 : 


a 人 peB, 
u(p), PEM—B. 


次 调和 函数 的 一 个 重要 用 处 是 用 来 构造 调和 函数 . 

定义 2.4.3 设 M 为 黎 曼 曲面 , 三 为 M 上 的 一 族 次 调和 函数 
若 丰满 足下 面 的 条 件 : 

(i) 如 果 u,v E€ ,那么 存在 w € ,使 得 ww > max{u,v}; 

(i 对 M 上 的 任何 坐标 圆 盘 B, 如 果 wE ,那么 LB € ， 
则 称 下 为 Perron 族 . 

定理 2.4.4 (Perron 方法 ) 设 三 为 黎 曼 曲面 M 上 的 Perron 族 ， 
如 下 定义 函数 ur: 
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uF(p)= sup{u(p)}, vpE€EM, 
uEF 


则 wz 要 么 恒 为 +oo, 要 么 为 M 上 的 调和 函数 . 

证 明 ” 任 取 zo se M, 我 们 分 两 种 情况 讨论 . 

(1) uz(z0) = 十 oo. 此 时 存在 一 列 wi € 大, 使 得 wi(z0) 一 +oo. 根 
据 Perron 族 的 条 件 (i), 我 们 可 以 假设 {ui} 关于 i 单调 递增 . 任 取 包 含 
zo 的 坐标 圆 盘 B, 则 zip € 下 , 且 tip(z0) 一 十 oo. 由 最 大 值 原理 , ;Bp 
是 一 列 关 于 i 单调 递增 的 调和 函数 . 由 Harnack 原理 , {zip} 在 B 中 
内 闭 一 致 地 发 散 到 +co. 由 此 不 难看 出 , uz 在 整个 M 上 都 取 值 +eo. 

(2) 现在 可 以 假设 uz 为 M 上 定义 的 有 限 函 数 . 同 (1) 一 样 取 坐 
标 圆 盘 B, 并 设 wi(z0) 一 ur, {ui} 为 单调 递增 序列 , 且 在 B 内 调和 . 
由 Harnack 原理 , wi 在 B 中 内 闭 一 致 地 收敛 到 调和 函数 v， 下 面 我 
们 证 明 在 B 内 wz = wu. 事实 上 , 任 取 z1 € B 及 一 列 wj € ,使 得 
vj(Z1) 一 uz( 筷 ). 通过 考虑 max{wj,vj}, 不 妨 设 v; > u;. 和 前 面 的 理 
由 一 样 , 我 们 可 进一步 假设 {v;} 为 单调 递增 序列 , 且 在 B 内 调和 . 于 
是 {v;} 在 B 中 内 闭 一 致 地 收敛 到 调和 函数 v, 其 中 v 满足 条 件 v > 内 
v(z1) 二 UF(z1). 男 外 , u(z0) = ur(zo) > v(z0). 由 调和 函数 的 最 大 值 原 
理 , u 一 v 在 B 内 恒 为 零 . 特别 地 , w(2) = v(z1) = wz(z1). 因为 是 
任 取 的 , 这 就 说 明 在 圆 盘 B 内 wz = vu. 特别 地 , wz 为 调和 函数 . 口 

下 面 我 们 用 Perron 方法 来 解 区 域 上 的 Dirichlet 边 值 问题 . 首先 
考虑 有 界 区 域 的 情形 . 设 Q 为 黎 曼 曲面 M 上 的 有 界 区 域 (0 为 M 中 
的 紧 致 集合 ), 我 们 假定 区 域 的 边界 99 满足 适当 的 条 件 . 

定义 2.4.4 设 £ 为 区 域 边 界 09 上 的 一 点 . 如 果 存 在 0 上 连续 
到 边界 的 次 调和 函数 如 使 得 


u(€£)=0, wu(z)<0, vrzeQN— 长 上 


下 面 的 引 理 可 以 用 来 判断 有 界 区 域 边 界 上 的 点 在 什么 情形 下 为 正 
则 点 . 

引 理 2.4.5 设 Q 为 黎 曼 曲面 M 上 的 有 界 区 域 , z0 E 9Q.， 如 
果 存 在 zo 附近 的 局 部 坐标 邻 域 U 及 坐标 映射 $, 使 得 %(zo) = 0， 
9(QNU)C {zeEC|Re(z) > 0}, 则 zo 为 正则 点 . 特别 地 , 如 果 虽 是 
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Stokes 积分 公式 中 要 求 的 区 域 , 则 其 边界 点 均 为 正则 点 . 

证 明 ”首先 取 Vz 在 右 半 复 平面 {z eC | Re(z) > 0} 上 的 单 值 化 
分 支 g(z), 使 得 9 把 右 半 实 轴 映 为 右 半 实 轴 . 在 Qnz 内 考虑 调和 函 
数 68= 一 Re(go9), 则 6B(z0)=0, 且 6(p) <0,VpeQnNU-t{z0). 令 
m 二 max B(p), 定义 

pENNOU 

max{m, B(p)}, pEQND, 
u(p) = | 


pEQ—U, 
则 ww 为 Q 上 的 次 调和 函数 , 满足 条 件 wu(z0) = 0, 且 wp) < 0,vVp Ee 
0 一 {z0}. 这 说 明 wv 为 zo 处 的 闸 函 数 . 口 
闸 函 数 是 非常 重要 的 辅助 函数 , 它们 往往 起 着 关键 性 的 控制 作用 . 
定理 2.4.6 (有 界 域 上 的 调和 函数 ) ” 设 Q 为 黎 曼 曲面 M 中 的 有 
界 域 , 其 边界 上 的 点 均 为 正则 点 ， 任 给 定义 在 边界 0 上 的 连续 函数 
f, 均 存 在 0 内 唯一 的 调和 函数 uu, 使 得 以 连续 到 边界 , 且 ulao = ff. 
证 明 ”这 个 证 明 是 运用 Perron 方法 的 一 个 例子 . 考虑 如 下 水 
数 族 : 


fi= { u 为 9 内 连续 到 边界 的 次 调和 函数 ， 且 usao < f}. 


因为 minf < Fy, 故 万 为 非 空 函数 族 . 容易 验证 为 一 个 Perron 
族 . 由 最 大 值 原理 , 有 < max/, V wu € Fj, 从 而 由 Perron 方法 可 知 ， 
uf = I 是 9 内 定义 的 调和 函数 . 下 面 证 明 : 

VE 


limus(z) = f(é), v é € 00. 


事实 上 , 设 wv 为 & 处 的 闸 函数 . 任 给 e > 0, 由 f 的 连续 性 知 , 存 
在 & 附近 的 坐标 邻 域 B(&), 使 得 


f(€)—~e<f(z)<ft)+e, VreodNNB(e). 
在 紧 致 集合 9 一 B(€) 上 , v < 0 且 连 续 , 故 存在 充分 大 的 正 数 C, 使 得 


f(£)—~e+Cv< fr)< f+e—-Cv, VreoON—BE). (2.8) 
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由 wv < 0 知 , 上 式 对 任意 x e 59 均 成 立 . 特别 地 , 次 调和 函数 f(&) 一 
e 十 Cv 在 Fj 中 , 从 而 下 面 的 不 等 式 在 9 内 成 立 : 


f(€) -et+Cv& wy. (2.9) 
另外 , 任 给 ue Fi, 由 wlan < fF 及 (2.8) 式 可 知 , 在 699 上 有 
u+Cv< f(t)+e. 
对 次 调和 函数 “+ Cu 应 用 最 大 值 原理 就 得 到 Q 内 的 如 下 不 等 式 : 
4 十 Cuv< 6) 十 E. 
这 说 明 
vf < f(E)+e—CY. (2.10) 
由 vw(&) = 0 及 (2.9), (2.10) 两 式 就 得 到 


limaur(z) = (8). 


uf 的 唯一 性 由 最 大 值 原理 直接 得 到 . 口 

对 于 无 界 域 , 上 面 的 结果 并 不 适用 . 例如 , 在 上 半 复 平面 上 , 线性 函 
数 h(z) = y 显然 为 调和 函数 , h 在 区 域 的 边界 上 恒 为 零 , 在 区 域内 部 当 
然 不 为 零 . 这 个 例子 说 明 , 对 于 无 界 域 , 即使 关于 调和 函数 的 Dirichlet 
边 值 问题 的 解 存在 , 也 不 一 定 唯 一 . 

引 理 2.4.7 设 M 为 黎 曼 曲面 , 且 M 上 存在 非常 值 的 非 正 次 调 
和 函数 , 则 有 

(i) M 上 存在 非常 值 有 界 次 调和 函数 ; 

(让 ) 若 KK 为 1M 中 的 紧 致 集合 ,Q = M 一 KK 为 连通 区 域 , 且 具 有 正 
则 边界 0K, 那么 存在 Q 内 连续 到 边界 的 调和 函数 w, 使 得 wlan 三 1， 
0 < wo < 1. 

证 明 设 v 为 M 上 的 非 正 次 调和 函数 . 如 果 不 是 常 值 函数 ， 
则 由 最 大 值 原理 易 见 v < 0. 

(iD 取 定 po e M, 令 v= max{u(po),w), 则 w(po)<v<0,v 为 M 
上 的 有 界 次 调和 函数 . 如 果 不是 常 值 函数 , 则 由 最 大 值 原理 知 v 也 
不 是 常 值 函数 . 


al 


(六 ) 由 w < 0, 我 们 不 妨 假设 maxu = 一 1 通过 考虑 max{ 一 1,v}， 
可 进一步 假设 ulk = -1. 考虑 如 下 函数 族 : 


Fk ={u:0Q 一 及 |w 为 次 调和 函数 , 连续 到 
边界 0 = 9K, 且 w+u<0}. 


显然 , 0 e Fk.， 由 Perron 方法 可 知 , w = sup w 为 人 内 的 调和 函 
WE 大 K 
数 , 且 


Og&w<—-u&gl. (2.11) 
下 面 我 们 要 证 明 wlakx 三 1, 且 在 Q 内 0 < w < 1 
事实 上 , 任 取 pe Q, 再 取 M 中 边界 正则 的 有 界 区 域 Q, 使 得 
KU {p} c 9 根据 有 界 区 域 上 调和 函数 的 存在 性 , 我 们 得 到 Q, 一 K 
内 连续 到 边界 的 调和 函数 wj, 使 得 wlar = 1, wplan, = 0. 由 最 大 值 
原理 知 , 在 Q， 一 天 内 0< wp <1. 对 次 调和 函数 ww + 在 0 一 天 上 
用 最 大 值 原理 知 wp + wu < 0. 通过 在 0 之 外 作 零 延 拓 , wp 可 视 为 M 
上 的 次 调和 函数 , 且 仍 有 wp 十 wu< 0. 这 说 明 wp € Fk, 从 而 


Wp < 以. 


特别 地 , w(p) > wp(p) > 0, wlak > wplak = 1. 结合 (2.11) 式 就 知道 
wlak 三 1. 由 最 大 值 原理 及 (2.11) 式 还 知道 , 在 Q 内 部 w < 1. 口 

我 们 对 这 个 引 理 做 一 些 解释 . 设 K 为 黎 曼 曲面 M 中 的 紧 致 集合 . 
如 果 存 在 M - K 上 的 次 调和 函数 h, 使 得 


sup 刀 < coco， lim suph(p) < 0， 
AM 一 天 D 一 0 天 


并 且 存在 ge M -- 环 , 使 得 h(q) > 0, 则 称 最 大 值 原 理 对 K 不 成 立 . 
由 刚才 的 引 理 , 如 果 M 上 存在 非常 值 有 界 次 调和 函数 , 则 最 大 值 原理 
对 边界 正则 的 紧 致 集合 K 不 成 立 . 反之 , 不 难 证 明 , 如 果 存 在 紧 致 集 
合 K, 使 得 最 大 值 原 理 对 K 不 成 立 , 则 M 上 存在 非常 值 有 界 次 调和 
函数 ( 留 作 习题 ). 

对 于 不 存在 非常 值 有 界 次 调和 函数 的 黎 曼 曲面 , 最 大 值 原理 对 紧 
致 集合 总 成 立 . 我 们 有 如 下 结果 : 
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引 理 2.4.8 ” 设 黎 曼 曲 面 M 上 不 存在 非常 值 有 界 次 调和 函数 ,UL7 
为 任 取 的 局 部 坐标 邻 域 , $ 为 坐标 映射 , 且 9(U) = 了 D. 记 
U-={qgeU|l9(q)| <7r}, 0O0<r<l1. 


(i) 任 给 9Ur 上 的 连续 函数 f, 存在 M 一 U; 中 唯一 的 有 界 调和 函 
数 2 使 得 ar = 天 
i) 对 于 (i) 中 的 调和 函数 vu 如果 7<s<1, 则 


/ *¥dw SS 
8U。 


证 明 (i) 通过 加 上 一 个 正常 数 , 不 妨 设 f > 0. 考虑 如 下 函数 族 : 
7/ = {vv 为 M 一 Ur 中 的 次 调和 函数 ， 且 1 < 0 vlav. 妆 f}. 


因为 0 e Fj, 故 这 是 一 个 非 空 函 数 族 . 容易 验证 它 是 一 个 Perron 族 ， 
从 而 函数 = py 为 M 一 U 中 的 调和 函数 , 且 满 足 不 等 式 
| 0 < wu < supf. 
AU 
取 M 中 边界 正则 的 有 界 区 域 9, 使 得 Zr Cc Q. 根据 有 界 区 域 上 调和 
函数 Dirichlet 边 值 问题 解 的 存在 唯一 性 , 在 9 - DU; 上 存在 连续 到 边 
界 的 调和 函数 vo, 使 得 


vola = f,， valan = 0. 


经 过 零 延 拓 后 , vo 可 视 为 M - U 中 的 次 调和 函数 . 由 最 大 值 原理 易 
见 vo e Fy. 这 表明 
ulev, > valev, = f. 

由 此 不 难 推出 wlav, = . 

现 证 唯一 性 . 如 果 应 为 满足 条 件 的 男 一 个 调和 函数 , 则 w 一 玄 为 
M 一 U, 中 的 有 界 调和 函数 , 它 在 边界 9U,. 上 为 零 . 如 果 wv 一 入 不 恒 为 
零 , 则 最 大 值 原理 对 紧 致 集合 UD; 不 成 立 . 在 这 种 情况 下 , M 上 一 定 存 
在 非常 值 有 界 次 调和 函数 , 这 就 与 假设 相 矛 盾 . 

(i) 如 果 M 为 紧 致 黎 曼 曲 面 , 则 由 Stokes 积分 公式 , 有 


/ rdu=— | drdu=— | 0=0. 
BU, ME M—U, 
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下 面 假设 M 为 非 紧 黎 曼 曲 面 . 在 M 中 取 一 列 边 界 正则 的 有 界 区 域 
Qn, 使 得 Us € Qn € Qnt1 EE.…, 且 M = Jo 由 有 界 区 域 上 调和 
n 之 1 


函数 的 存在 性 知 , 在 Q., - UD 中 存在 调和 函数 v 和 vw, 使 得 


a = Unlen,, = 0; 


vn |av,. = 二 条 克 Un|an。 一 0. 
由 最 大 值 原理 知 , 当 m > n 时 , 在 Q。 内 成 立 


0 < un < um < maxf, 0<wvn < vm <1. 


由 Harnack 原理 知 , uw 和 vw, 在 M 一 UU. 中 分 别 内 闭 一 致 地 收敛 于 有 
界 调和 函数 . 又 由 (i) 中 结论 我 们 知道 , w, 的 极限 必 为 w, 而 ww 的 极 
限 必 为 1. 因此 有 


/ *du = lim 人 (vn * dun — Un * dvun) 
OUs R99 or, 


= lim (Un * dun — vn * dun). 
TP Ja(Qa—Us) 


根据 Stokes 积分 公式 , 我 们 有 
/ (Un * dvn — vn * dun) = d(Un * dun — vn * dun) 
a(Qn—U,) QU, 


— / (dun A#dun 一 Gun N\ *dun) 
Rn 起 
= / 0 一 人 
Ri 
这 就 证 明了 / *du = 0. 口 
OUs 
习 题 2.4 


1. 证 明 : 设  : M 一 NN 为 黎 曼 曲面 之 间 的 全 纯 映 射 , v: N 一 民 
为 W 上 的 调和 函数 , 则 复合 函数 ve j 为 M 上 的 调和 函数 . 
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2. 证 明 : 将 上 题 中 “调和 函数 ” 换 成 “次 调和 函数 ”结论 依然 成 
ny 

3. 证 明 : 设 久 : 0 一 RR 为 平面 区 域 上 的 2 次 连续 可 微 函数 , 则 
为 次 调和 函数 当 且 仅 当 Av > 0. 

4. 设 v :AM 一 尺 为 连续 函数 . 证 明 : 如 果 存 在 开 集 U, 使 得 v 在 
U 中 为 非 负 次 调和 函数 , 且 ww_r 三 0, 则 习 为 M 中 的 次 调和 函数 . 

5. 证 明 黎 曼 曲 面 上 调和 函数 的 奇 点 可 去 性 定理 . 

6. 考虑 有 界 区 域 D*, 9D* = {0}U S1. 在 9D* 上 定义 连续 函数 f 
如 下 : 

f(0)=1, flsi=0. 

证 明 : D* 中 不 存在 连续 到 边界 的 调和 函数 , 使 得 它 在 边界 上 为 f 

7. 证 明 : 如 果 存 在 黎 曼 曲面 M 中 的 紧 致 集合 K, 使 得 最 大 值 原 
理 对 K 不 成 立 , 则 M 上 存在 非常 值 有 界 次 调和 函数 . 
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有 了 前 面 的 预备 知识 , 我 们 在 本 节 就 可 以 给 出 单 连 通 黎 曼 曲 面 的 
完全 分 类 . 基本 的 想法 是 , 在 单 连通 黎 曼 曲面 上 寻找 单 的 全 纯 函 数 或 
亚 纯 函 数 . 为 此 , 我 们 要 考虑 带 有 奇 点 的 调和 函数 . 

定义 2.5.1 ( 黎 曼 曲面 的 分 类 ) “存在 非常 值 有 界 次 调和 函数 的 黎 
受 曲面 称 为 双 曲 型 的 ; 紧 致 黎 曼 曲 面 称 为 椭圆 型 的 ; 如果 黎 曼 曲面 既 
非 双 曲 型 , 又 非 椭圆 型 的 , 则 称 为 抛物 型 的 . 

显然 , 单位 圆 盘 D 是 双 曲 型 的 , 黎 曼 球面 是 椭圆 型 的 . 我 们 有 

命题 2.5.1 复 平面 C 是 抛物 型 的 . 

证 明 ”如 果 C 上 存在 非常 值 有 界 次 调和 函数 , 则 由 前 一 节 的 引 理 
知 , 存在 连续 到 边界 的 调和 函数 v:C 一 DD 一 RR, 使 得 


ulap =0, 0<wu<l. 


任 取 。 > 0, 比较 v 与 调和 函数 mr = In|z|. 对 于 VzeC-D, 取 
ro > max{|z|, ez: }. 由 于 在 9(D,, -D) 上 es.inr > w, 由 最 大 值 原理 , 有 


e:ln|z| Zu(z) > 0. 


人 


上 式 对 任意 ze C 一 DD 成立 . 令 e 一 0+ 即 知 w= 0. 这 就 得 到 了 矛盾. 
口 
本 节 的 主要 结果 就 是 证 明 单 连通 的 双 曲 型 黎 曼 曲面 必定 全 纯 同 构 
于 D, 单 连通 的 椭圆 型 黎 曼 曲面 必定 全 纯 同 构 于 S, 而 单 连通 的 抛物 型 
黎 曼 曲面 必定 全 纯 同 构 于 C. 我 们 首先 研究 双 曲 型 的 情形 . 
引 理 2.5.2 设 M 为 双 曲 型 的 黎 曼 曲面 . 任 给 De M， 存在 
M 一 {p} 上 的 正 调 和 函数 g, 使 得 在 p 附近 的 坐标 领域 妃 内 ,9 二 jnlg| 
为 调和 函数 , 其 中 由 为 B 上 的 坐标 映射 , p(p) = 0, 9(B) = 了 DD, B 为 紧 
致 集合 . 
证 明 ”考虑 如 下 函数 族 : 
万 三 {v|v 为 M 一 {p} 上 的 非 负 次 调和 函数 , 且 suppvU {p} 
为 紧 致 集合 , v 十 In 19| 可 延 拓 为 B 内 的 次 调和 函数 }. 
通过 在 B 外 作 零 延 拓 , 一 ln|9| 可 视 为 M 一 {p} 上 的 非 负 次 调和 函数 . 
它 是 克 中 的 元 素 , 因此 万 为 非 空 集合 . 容易 验证 万 是 一 个 Perron 
族 . 下 面 说 明 9 = pi 为 M - {p} 上 的 调和 函数 , 且 满 足 引 理 所 要 求 
的 条 件 . 
设 0<r<1, 并 令 UU = {qeB||9(q)| <7}. 由 引 理 2.4.7 知 ， 
在 AM 一 Ty 上 存在 调和 函数 Cr， 满足 条 件 0 < wr < ] wrlav, 三 1. 令 
和 = max wr, 我 们 利用 入; 来 对 万 中 的 函数 作 估 计 . 任 取 ve 万 , 记 
Cr = maxv. 一 方面 , 对 次 调和 函数 v+inlgl 在 B 上 应 用 最 大 值 原理 ， 
有 
cr+lnr < 人 a. (2.12) 
男 一 方面 , 对 次 调和 函数 v 一 crw; 在 M 一 U 上 应 用 最 大 值 原理 , 有 


VC— crwr < 0. 


特别 地 , 有 
i ds (2.13) 
(2.12) 式 和 (2.13) 式 结合 起 来 就 有 
lnr 
Cr < 


Ar—1l1 
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对 次 调和 函数 v 应 用 最 大 值 原理 , 在 M 一 U, 上 有 


这 说 明 g 是 M 一 {p} 上 的 有 界 调和 函数 . 此 外 , 对 次 调和 函数 v+in |4| 
在 U. 上 应 用 最 大 值 原理 , 有 


v+lin|lg| < 


lInr | 
| nr. 


这 说 明 g 十 In|9| 在 B 一 {p} 上 为 有 界 调 和 函数 , 因此 可 以 延 拓 为 B 
内 的 有 界 调和 函数 . 由 于 9 为 非 负 非 常 值 调和 函数 , 从 而 是 正 的 调和 
函数 . 口 

上 面 所 构造 的 带 有 奇 点 的 调和 函数 9 称 为 p 处 的 Green 函数 
Green 函数 具有 如 下 性 质 : 

(1) Green 函数 是 满足 引 理 条 件 的 最 小 正 调 和 函数 , 即 : 如 果 户 是 
M 一 {p} 中 的 正 调和 函数 , 且 在 坐标 邻 域 B 内 hh 十 ln|9| 可 延 拓 为 调和 
函数 , 则 必 有 9 < h. 这 是 因为 , 任 取 ve 万 , 根据 假设 我 们 知道 , v 一 h 
是 整个 M 上 的 次 调和 函数 . 对 这 个 次 调和 函数 应 用 最 大 值 原理 就 得 
到 w 一 hh < 0. 因此 , 由 g 的 定义 立 知 g<<h. 

(2) inf 9 = 0. 这 是 上 一 条 性 质 的 直接 推论 . 


M—{p} 

利用 Green 函数 我 们 可 以 刻画 单 连通 的 双 曲 型 黎 曼 曲 面 . 

定理 2.5.3 单 连通 的 双 曲 型 黎 曼 曲面 必定 全 纯 同 构 于 复 平面 上 
的 单位 圆 盘 了 D. 

证 明 设 M 为 双 曲 型 的 黎 曼 曲面 . 任 取 pe M, 并 设 B 为 p 附 
近 的 坐标 邻 域 , % 为 坐标 映射 , $9(p) = 0, gp 是 p 处 的 Green 函数 . 因 
为 gp 十 In|9| 在 B 内 调和 , 故 为 菜 全 纯 函 数 h 的 实 部 . 令 局 ,= e-"y， 
则 轧 , 为 B 内 的 全 纯 函 数 , 且 


In|F,| = —Re(h) + In|g| = —gy. 


现在 假设 M 单 连 通 , 由 前 一 节 的 命题 2.4.2 知 , F 可 延 拓 为 M 上 的 
整体 全 纯 函 数 , 且 仍 然 满足 等 式 


In|Fy| = 一 gp， 
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这 样 , 我 们 就 得 到 了 全 纯 映 照 , : M 一 D. 下 面 证 明 瓦 为 单 射 . 
任 取 ge M, 设 消 为 9 附近 的 坐标 映射 , y(q) = 0. 同 理 , 我 们 有 
Green 函数 g, 和 全 纯 函 数 F, 使 得 In|F| = 一 ga. 另外 , 令 
Fn = Fe ~ Polo) 
1 — Fp(q)Fp(7) 
则 请 为 全 纯 函 数 , FF(g) = 0. 设 9 为 五 的 m 阶 零点 , 并 令 = 
一 ln|F|l/n, 则 w+ nw| 在 g 附近 有 界 从 而 可 以 延 拓 为 g 附近 的 
调和 函数 . 根据 Green 函数 的 性 质 , 有 


， vrEM, 


gq YU. 
这 说 明 
[F(z)| > |F(z)|* > |F(z)|, vreM. 
特别 地 , 在 上 式 中 取 z = p, 就 得 到 
Fp)| > |F(p)| = |F;(@). 


交换 p, 4 的 位 置 就 得 到 等 式 |Fy(p)| = |F(p)| = |Fp(q)|, 从 而 |F/Fs| < 
1, 且 等 号 在 p 处 成 立 . 这 说 明 下 = c.: 瓦 ,其 中 e 为 常数 , |c| = 1. 特别 
地 , 因为 fy 只 有 4 这 一 个 零点 , 我 们 就 知道 F 也 只 有 4 这 一 个 零点 . 
这 就 证 明了 五 , 是 单 射 . 

现在 我 们 知道 , M 与 D 中 的 单 连通 域 ,(M) 同 构 . 由 Riemann 
映照 定理 可 知 , Fy(M) 与 D 全 纯 同 构 , 从 而 M 与 D 全 纯 同 构 . 加 

下 面 我 们 考虑 非 双 曲 型 的 黎 曼 曲面 . 

引 理 2.5.4 设 M 为 非 双 曲 型 的 黎 曼 曲面 , B 为 p 附近 的 一 个 坐 
标 圆 盘 , 9 为 坐标 映射 , f : 一 {p} 一 C 为 全 纯 函数 . 对 于 0 < p < 1 
记 up 为 M - Bp 上 满足 边 值 条 件 up = Re(f)|laB， 的 唯一 有 界 调和 函 
数 , 则 当 0 <r < 1/20 时 , 存在 常数 c(7), 使 得 


ll < Baxlup| < clr), Vp<r. 


证 明 ”根据 前 一 节 的 引 理 2.4.8, 调和 函数 wu。 是 存在 的 , 且 ww 在 
B 一 Bs 内 是 某 个 全 纯 函 数 FP, 的 实 部 . 对 全 纯 函 数 ,一 了 在 p 处 作 
Laurent 展开 , 其 实 部 为 
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[up — Re(f)](te™) = > [Qn cos(ng) + Bnsin(n0)lt”, p<tgl, 


其 中 系数 an, DB。 满足 等 式 
[te — Re(f)|(te’?)cos(k0)d0 = ort + oa_pt™®, 
TJo 


= [ us — Re( f(te') sin(kO)do = Beth — Bnt—t, 
特别 地 , 当 t= p 时 , 上 两 式 左边 的 积分 为 零 , 从 而 有 
oa-_k(p) = —ax(p)p™*, Bxr(p)= Br(p)p™. 
当 t=1 时 ,有 


loxl(1 —p™) = |ox + okl < 2Mo, 
IBrl(1 — p**) = |Bk — Bx] < 2M,, 
其 中 M, = max lup| + max |Re()|. 可 见 , 当 p < 1/2 时 , 有 
lax| < 4M’p, |Bxk| < 4My, 
因此 有 


Nn 2ns—n 
max lup| < max [Re(f)| + 4Mo >_(r™ + pr ") 


=1 


87 
< 一 
< max |Re(f)| + 一 7rMo 


因为 M 不 是 双 曲 型 的 黎 曼 曲面 , 对 调和 函数 vp 在 M - B. 上 应 用 最 
大 值 原 理 , 有 


87 
max luo| < pax |up| < Bax |Re(f)| 二 本 7 Mp: 


由 Mo。 的 定义 可 得 


87 
1—r 


M, < max |Re(f)| 十 max |Re(f)| 示 Ms. 
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因此 , 当 0 <r < 1/20 时 , 由 上 式 就 得 到 如 下 估计 : 
Mo & co(7), 
其 中 co(r) 是 只 依赖 于 7 的 常数 , 进而 有 
Wax lupl 类 ax|Re(f)| 十 [Mo 过 加 站) 


这 就 得 到 了 我 们 需要 的 估计 . 口 

推论 2.5.5 ” 设 M 为 非 双 曲 型 的 黎 曼 曲面 , B 为 p 附近 的 一 个 
坐标 圆 盘 , 9 为 坐标 映射 , f : B 一 {p} 一 C 为 全 纯 函 数 , 则 存在 唯一 的 
调和 函数 以: 1M 一 {p} 一 民 , 使 得 以 在 p 的 任 一 邻 域 之 外 都 是 有 界 的 ， 
且 久 一 Re(f) 可 延 拓 为 在 p 处 为 零 的 BB 内 调和 函数 ， 

证 明 留 作 习 题 . 

下 面 假设 M 为 单 连通 的 非 双 曲 型 黎 曼 曲面 . 任 取 pe M 和 pp 附 
近 的 坐标 圆 盘 B, 设 $ 为 坐标 映射 , 且 $(p) = 0. 考虑 巨 - {p} 上 的 全 
纯 函 数 1/9. 根据 上 面 的 推论 , 存在 M 一 {p} 上 的 调和 函数 ww 使 得 在 
B 内 w=h+Re(1/9), 其 中 为 B 内 的 调和 函数 ,h(p) = 0. 因此 ,在 
B 内 存在 全 纯 函 数 Fp, 使 得 


h= Re(FB)， Fp(p)=0, 


从 而 在 B 内 有 
u= Re(FBg+1/9). 


根据 M 的 单 连 通 性 ，Fe + 1/9 可 延 拓 为 M - {p} 中 的 全 纯 函 数 , 记 
为 F, 它 仍然 满足 等 式 u = Re(F). F 是 M 上 以 p 为 单 极点 的 亚 纯 函 
数 . 下 面 说 明 , FF 的 虚 部 Im(f) 在 p 的 任 一 邻 域 之 外 也 是 有 界 调和 函 
数 . 为 此 , 我 们 考虑 B - {p} 中 的 全 纯 函 数 V-I/%, 同样 的 方法 得 出 
M 上 的 亚 纯 函数 玉 , 使 得 在 巨 内 瓦 = Fp 二 V-1/9, 其 中 fp 为 B 内 
的 全 纯 函 数 , 且 Re(F) 在 p 的 任 一 邻 域 之 外 有 界 . 

我 们 可 以 证 明 瓦 = VIP 从 而 Im(f) = -Re(E) 在 pw 的 任 一 
邻 域 之 外 有 界 . 事实 上 , 根据 ,FF 的 性 质 , 我 们 可 以 选取 p 的 邻 域 
UC B, 使 得 F, FF 在 U 内 为 单 射 . 记 
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尽 二 me {|Re(F)|, |Re(P)|}. 


选取 充分 靠近 p 的 一 点 go < U, 使 得 
[Re(F)(go)| > 25, |Re(F)(go)| > 25. 


考虑 M 上 的 亚 纯 函 数 G, G: 
1 去 中 
Cl Fr Re CO(9) = Bl — Fooy’ qeEM 


因为 在 U 内 Ff, 玉 为 单 射 , 故 o 为 U 内 G 和 G 的 唯一 极点 . 在 U 
之 外 , 有 
1 
四 -OF < Raj) ~ RetF)Cao) 
1 1 1 
~ [Re(Fj(ao)| Re 25 S$ 
同 理 ， 
IG(g)| < EE yqEM—U. 
这 说 明 , 在 U 之 外 , G, G 有 界 . 因此 , 通过 选取 适当 的 非 零 常数 a, 6， 
可 使 得 线性 组 合 aG + 4G 成 为 M 上 有 界 全 纯 函 数 . 由 于 M 不 是 双 
曲 型 的 黎 曼 曲面 , aG + 4G 只 能 为 常数 , 由 此 不 难 推出 FF = V1F. 
总 结 一 下 , 我 们 就 证 明了 下 面 的 引 理 . 
引 理 2.5.6 设 M 为 单 连通 的 非 双 曲 型 黎 曼 曲面 , 则 对 任意 一 点 
DE M, 存在 全 纯 映 射 情 , : M 一 S, 使 得 p 为 本 的 唯一 极点 , 且 在 p 
的 坐标 圆 盘 BB 内 , Ff = FB 十 1/49, 其 中 FB 为 BB 内 的 全 纯 函 数 , 9 为 
B 内 的 坐标 映射 , Fp(p) = 9(p) = 0; 并 且 在 p 的 任 一 邻 域 之 外 丁 都 
是 有 界 的 . 
下 面 我 们 来 证 明 五, 是 单 射 . 首先 , 及 与 坐标 选取 有 关 . 如 果 从 另 
一 坐标 映射 出 发 得 到 全 纯 映 射 二,, 则 选取 适当 的 常数 c 后 , 也 ,一 co 
为 M 上 没有 极点 且 有 界 的 全 纯 函 数 ,从 而 为 常数 (因为 M 是 非 双 曲 
型 的 ). 这 说 明 , 存在 $ 的 全 纯 自 同 构 L, 使 得 包 , = Lo 五, 其次, 根 
据 前 面 的 证 明 , 存在 p 的 邻 域 Vc B, 使 得 对 任何 ve U, 亚 纯 函数 
[一 FD,(q)]-! 以 q 为 唯一 极点 , 且 在 g 的 任 一 邻 域 之 外 有 界 ， 和 网 
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才 的 证 明 完 全 类 似 , 我 们 就 知道 [F, - Fy(q)]-! 和 Fs 只 相差 $ 的 一 
个 全 纯 自 同 构 , 从 而 fF。 和 玉 也 只 相差 $ 的 一 个 全 纯 自 同 构 ， 根 据 
M 的 连通 性 容易 看 出 , 对 于 M 上 的 任意 两 点 p, q, Ff, 和 玉 只 相差 
S 的 一 个 全 纯 自 同 构 . 现在 我 们 可 以 说 明 Ff, 是 单 射 了 . 事实 上 , 如 果 
(qi) = Fp(g2), 则 存在 S 的 全 纯 自 同 构 二 , 使 得 Ff, = Lo ,从 而 有 


Fa(g2)= LoFp(g2)= LoFp(q)= Fo(q1)= 0 €S. 


因为 qi 为 ,的 唯一 极点 , 故 qz = dl. 

定理 2.5.7 设 M 为 单 连通 的 非 双 曲 型 黎 曼 曲面 , 则 M 必 与 S 
或 C 同 构 . 

证 明 ”根据 前 一 段 的 证 明 可 知 , 存在 M 上 的 单 的 亚 纯 函 数 FF: 
M 一 S. 于 是 M 与 $ 中 的 单 连通 区 域 F(M) 同 构 . 如 果 M 紧 致 , 则 
由 于 F(M) 是 $ 中 既 开 又 闭 的 集合 , 只 能 有 fF(M) = S, 即 此 时 M 与 
S 同 构 . 如 果 M 非 紧 , 则 F(M) 关 S. 此 时 , F(M) 可 以 看 成 C 中 的 单 
连通 区 域 . 由 Riemann 映照 定理 可 知 , M 与 D 或 C 同 构 . 由 于 是 
双 曲 型 的 , 故此 时 M 只 能 与 C 同 构 . 口 


习 题 2.5 


1. 设 M 为 单 连通 的 双 曲 型 黎 曼 曲面 , p, ge M. 证 明 M 上 的 
Green 函数 满足 对 称 性 : g,(g) = ga(p). 

2. 直接 证 明定 理 2.5.3 中 的 全 纯 映 照 FF 为 满 射 . 

3.， 证 明 : 在 引 理 2.5.4 中 ,， 有 max lup 一 Re(f)| < ci(7), 其 中 
limca(m) 三 小 

4. 证 明 : 如 果 黎 曼 曲 面 M 紧 致 , 且 Hln(M) = {0}, 则 MM 全 纯 同 
构 于 黎 曼 球面 S. 

5. 对 基本 群 为 交换 群 的 所 有 黎 曼 曲面 作 全 纯 同 构 下 的 分 类 . 
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本 章 主要 研究 紧 致 (无 边 ) 黎 曼 曲面 . 在 本 章 我 们 要 证 明 极 为 重要 
的 Riemann-Roch 公式 , 并 探讨 这 个 公式 的 一 些 应 用 . 


83.1 因 子 


定义 3.1.1 设 M 为 黎 曼 曲面 , D 为 从 M 到 ZZ 的 映射 ， 即 
DD:M 一 Z. 如 果 除了 有 限 个 点 pe MM 之 外 , 均 有 D(p) = 0, 则 称 D 
为 M 上 的 一 个 因子 . 

通常 我 们 用 一 个 形式 和 D(p) :p 来 表示 M 上 的 因子 D. 如 果 


pPEM 
D(p) > 0,VpE M, 则 称 DD 为 M 上 的 有 效 因 子 , 记 为 D>0. 用 D 表 
示 M 上 全 体 因子 组 成 的 集合 . 
在 D 中 可 以 自然 地 引入 群 的 运算 : 设 Di, D。e D, 即 


D1 = > Di(p):y, D, = 》 D2(p) “pb, 


pEM pEM 
定义 
D1 十 Da = (Di(p) + D2(p)) :7, 
pEM 
D1 — D; = > (Di(p) — D2(p)) .2D. 
pEM 


在 这 些 运算 下 , D 构成 一 个 交换 群 , 称 为 因子 群 . 
定义 从 D 到 整数 加 群 Z 的 同 态 如 下 : 
d:D— 2, 
Do > D(p). 


pEM 


d(D) = 》D(p) 称 为 因子 D 的 次 数 ， 


pEM 
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例 3.1.1 亚 纯 函数 诱导 的 因子 . 

设 f 为 黎 曼 曲面 M 上 的 亚 纯 函 数 , f 决定 了 一 个 因子 (了), 定义 
如 下 : 

(Djs Yh 
pEM 

f 诱导 的 因子 (f) 具有 如 下 性 质 : 

(1) 如 果 M 为 紧 致 黎 曼 曲面 , 则 d((f)) = 0， 这 是 留 数 公式 的 
推论 . 

(2) (f 9) = (f) 二 (9), (f/9) = (f) 一 (9). 这 可 从 定义 直接 得 到 . 

定义 3.1.2 ”如果 JM 为 紧 致 黎 曼 曲面 , f 为 M 上 的 亚 纯 函数 , 则 
称 (f) 为 一 个 主要 因子 . 记 全 = {(f)|f <s MM(M)}, P 为 因子 群 的 子 
群 , 称 为 主要 因子 群 . 

根据 主要 因子 的 定义 我 们 知道 P Cc Kerd, 因此 4 诱导 了 D/P 到 
Z 的 同 态 ， 商 群 D/P 称 为 因子 类 群 , 记 为 D. 设 D,D' e D, 如 果 
刀 - D' eP, 则 称 也 与 D' 线性 等 价 , 记 为 D 汪 DD'. 

例 3.1.2” 亚 纯 微分 诱导 的 因子 . 

设 w 为 黎 曼 曲面 M 上 的 亚 纯 微分 , w 也 决定 了 M 上 的 一 个 因 
子 , 记 为 (w), 定义 如 下 : 


(0) = 》 wp(w) 7. 


pEM 
如 果 w' 为 男 一 亚 纯 微分 , 则 有 
(2) — (0) = >》 (v0) — vo) Pp 


pEM 


= DD wo/ ) Pp 


pEM 
= (w/w), 


这 里 w/w 是 M 上 的 亚 纯 函数 . 这 说 明 (w) 和 (w') 线性 等 价 , 记 它 们 
在 因子 类 群 中 的 等 价 类 为 K, 称 为 典范 因子 (类 ). 

定义 3.1.3 设 M 为 紧 致 黎 曼 曲面 D 为 M 上 的 一 个 因子 ， 
定义 
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1(D)= {f eMM)|(f)+D >0}, 
i(D)= {w € RM)|(w)— D>0}. 

1(D) 和 i(D) 分 别 是 亚 纯 函 数 域 只 (M) 和 亚 纯 微分 空间 RCI) 的 
子 集 . 下 面 的 引 理 表 明 , 它们 都 是 有 限 维 的 复 向 量 空间 . 

引 理 3.1.1 1(D) 和 ;iD) 具有 以 下 性 质 : 

(i) L(D) 和 i(DD) 为 复 向 量 空间 . 如 果 万 S 兰 万 , 则 !(D) 与 1(D') 线 
性 同 构 , i(DD) 与 i(D') 线性 同 构 . 

(站) 1(D) 和 i(D) 为 有 限 维 复 向 量 空间 . 

(ii) 如 果 KK 为 典范 因子 , 则 i(D) 与 I(K 一 DD) 线性 同 构 . 

证 明 (i) 设 f,g & 1(D), 则 由 vj(f +g) > min{vp(f),vp(9)} 和 
(f+D>0,(g)+D>0 知 vp(f 十 9) 十 D(p) > 0,VpeE M. 这 说 明 
f+gelD). 如 果 入 EC,f 了 el(D), 则 显然 Mf e 1(D). 因此 1(D) 为 
复 向 量 空间 . 

如 果 D'= DD 十 (Jo), 其 中 fo eM(M), 则 


(f+D'’>0<(f)+D+(f) 20< (ff0)+D>0, 
从 而 映射 
$ :1(D’')—1(D), 
foffo 


为 线性 同 构 . 
对 于 i(D) 的 证 明 是 完全 类 似 的 , 留 作 习题 . 
( 将 因子 D 写成 两 个 有 效 因子 的 差 : 
轧 三 天 二 玖 ， 太 这 似 巩 5 加 0 


显然 , !(D) c 1(D1). 我 们 证 明 对 于 有 效 因子 Di, diml(Di1) < co. 对 
ad(Di) 进行 归纳 . 
当 d(D1) = 0 时 , Di = 0, 此 时 


(D1)=1(0)= {f €E MM)|(f) > 0} 
二 {M 上 的 全 纯 函 数 } = C. 
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假设 当 d(D1) = m 时 , dim1(Di1) < %. 当 d(Di1) = 和 二 1 时 , 可 设 


Di=n:p+::.+, n>0. 
记 
Ap, = {f € 1(D1)| vp(f) > —n}, 
Bp, = {f € (D1) | vp(f) = —n}. 


4D， Bp, 一 1(Di), 且 4D， C /( Di 一 也 ). 


由 归纳 假设 , dim Ap, < co. 如 果 Bp, 关 2, 取 foe Bp,. 设 z 为 p 附 
近 的 局 部 坐标 函数 , z(p) = 0. 在 p 附近 fo 有 如 下 展开 式 : 


SW a_aA0. 


任 取 fe Bp,, f 都 有 类 似 的 展开 式 , 从 而 存在 入 EC, 使 得 f -Afo e 
Ap,. 这 说 明 !(Di) = span{fo, 4p,}. 特别 地 , 有 


fo(z) = a_nz ”+a_ntiz 


diml(Di) < dim Ap, 十 1 < co. 


由 数学 归纳 法 , 我 们 就 证 明了 1(D) 总 是 有 限 维 的 复 向 量 空间 . 
对 于 i(D) 的 证 明 是 完全 类 似 的 , 留 作 习题 . 
(过 ) 设 典 范 因子 K 由 M 上 的 非 零 亚 纯 微分 w 生成 , 此 时 有 
(nN)-D20N -w+(w)- D200 (7/2)+K-D2>0. 


这 说 明 上 映射 
vw :iD) oRK -DD), 
nN/w 
为 线性 同 构 . 口 
从 上 面 引 理 的 证 明 我 们 还 得 到 如 下 推论 : 


推论 3.1.2 设 M 为 紧 致 黎 曼 曲面 , 则 
(i) 对 于 有 效 因子 D, 有 diml(D) < d(D) + 1; 
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(让 ) 特别 地 , dim l(p) < 2, Vp E M, 并且 等 号 成 立 的 充分 必要 条 件 
是 M 与 黎 受 球面 S 同 构 ; 

(ii) dim < co, 其 中 XH 是 M 上 全 纯 1 形式 的 全 体 组 成 的 复 向 
量 空间 . 

证 明 ”从 上 面 引 理 的 归纳 证 明 即 可 看 出 (i) 成 立 . 特别 地 , 有 

diml(p) < d(p)+1=2, vp€EM. 

如 果 对 于 某 个 pe M, dim1(p) = 2, 则 存在 fe li(p), 且 f 不 是 常 值 函 
数 . 由 (f) 十 p 0 知 , f 以 p 为 唯一 的 极点 , 且 这 个 极点 为 单 极点 . 这 
说 明 , 作为 分 歧 覆 盖 , f : M 一 S 是 一 一 的 全 纯 映 射 , 即 f 是 从 M 到 
S 的 全 纯 同 构 . 这 就 证 明了 (ii). 

对 于 (ii), 如 果 X = {0}, 则 没什么 要 证 的 . 否则 , 任 取 一 个 非 零 
全 纯 微 分 w, 它 生 成 的 典范 因子 K = (w) 是 一 个 有 效 因子 . 此 时 有 

dimH = dimi(0) = diml(K) < d(K)+1. 

特别 地 , K 是 有 限 维 复 向 量 空间 . 口 


习 题 3.1 


1. 设 DD 为 黎 曼 曲 面 M 上 的 因子 . 证 明 : 如 果 d(D) < 0, 则 
1(D) = {0}. 
2. 设 z 为 C 上 的 标准 复 坐 标 . 证 明 : 将 z 看 成 黎 曼 球面 S 上 的 
亚 纯 函数 后 其 诱导 的 因子 为 (z) = 0 - co. 
3. 设 p,g 为 黎 曼 球面 S 上 两 个 不 同 的 点 . 证 明 : 存在 亚 纯 函数 f， 
使 得 (f)=p 一 4a. 
4. 设 DD 为 黎 曼 球面 S 上 的 因子 . 证 明 : 了 为 主要 因子 当 且 仅 当 
d(D) = 0. 
5. 设 M 为 紧 致 黎 曼 曲面 , D1, Dz 为 M 上 的 因子 , 其 中 Do 为 有 
效 因子 . 证 明 : 
dim I(Di 十 D,) 妆 dim (D1) 十 d(D,»). 
6. 证 明 : 如 果 紧 致 歼 曼 曲面 M 上 存在 处 处 非 零 的 全 纯 1 形式 ， 
则 dim37t = 1 
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83.2 Hodge 定理 


设 M 为 黎 曼 曲面 . 我 们 回忆 一 下 , 4?(M) 表示 M 上 g 次 微分 形 
式 组 成 的 复线 性 空间 , g = 0,1. 我 们 有 线性 算 子 


d:490M) 一 49f10M) 和 +*#: A'(M)— A'(M). 
另外 , 我 们 有 微分 形式 空间 的 分 解 
A'(M)= A"(M)@® A (M), 


其 中 A10(M) 为 (1,0) 形式 的 全 体 ，A%1(M) 为 (0,1) 形式 的 全 体 ， 
并 且 

洲 L 二 一 一 1w， VweE A'(M), 

kw 一 V 一 1w， Vw € AM(M). 


定义 3.2.1 设 凤 为 1 形式 .如 果 w 和 各 均 为 闭 形式 , 则 称 w 
为 调和 形式 . 

调和 形式 具有 如 下 性 质 : 

(1) 全 纯 形 式 必 为 调和 形式 . 事实 上 , 如 果 w 为 全 纯 形式 , 则 w 和 
*Ww 二 一 V 一 1w 均 为 闭 形式 . 

(2) 调和 形式 是 全 纯 形 式 当 且 仅 当 它 是 (1,0) 型 的 调和 形式 . 

我 们 将 调和 1 形式 的 全 体 组 成 的 线性 空间 记 为 H!. 下 面 的 引 理 
进一步 说 明了 调和 形式 和 全 纯 形式 之 间 的 关系 . 

引 理 3.2.1 Hl = 二 H@KH, 其 中 天 = {0|w € KH} 是 全 纯 形 式 空 
间 It 的 共 斩 空 间 . 

证 明 ”如 果 we7t, 则 五 为 (0,1) 形式 , 旺 = V-1Iw. 因为 w 是 
闭 形式 , 所 以 右 和 #5w 也 是 闭 形 式 . 这 说 明 1 c 五 1 从 而 


H@HCH:. 
反之 , 设 weE Hi!, 则 w 可 写 为 


山 十 V 一 1#kw wo—V—l1*w 
人 
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因为 
de = 3(* Vi) = -v1 
(2 = > (tw + V-1w) = VvV-1 (下) 


故 有 为 (1.0) 形式 , 且 为 闭 形式 . 根据 上 面 的 性 质 , 它 是 全 


纯 形式 . 同 理 ， 人 < 元 这 说 明 Fic7te 元 故 


H!=H@R. 


从 这 个 引 理 我 们 看 到 , 对 于 紧 致 黎 曼 曲 面 , 1 为 有 限 维 向 量 空间 . 
为 了 更 进一步 研究 调和 形式 和 全 纯 形 式 , 我 们 在 1 形式 空间 4!1(M) 中 
引入 内 积 运算 . 

设 M 为 紧 致 黎 曼 曲面 , wal,wa e 41(M), 定义 内 积 


(wi, w2) = WwW1 A *0W2. 
M 


在 局 部 坐标 下 ， 如 果 w1 = U1dz + vidz, wa = U2dz + vodz 分 别 为 W1, W2 
的 局 部 表示 , 则 


wW1 NM *W2 = V—l1 (ui + viV2)dz A dz. 


由 此 容易 看 出 , 内 积 (.) 为 A1(M) 上 恰当 地 定义 的 Hermite 内 积 . 对 
于 we Ai(M), 定义 它 在 此 内 积 下 的 范 数 为 


上 ol = VCo,w)， 


引 理 3.2.2 设 M 为 紧 致 黎 曼 曲面 , (，) 是 41(M) 上 的 内 积 , 则 

(i) 如 果 w 为 M 上 的 调和 形式 , 那么 (w,df) = 0, Ye A°(M). 
特别 地 , 调和 形式 是 恰当 形式 当 且 仅 当 它 为 零 . 

(i 如 果 w = wo 十 df 为 闭 形式 , 其 中 wo 为 调和 形式 , f € A?(M)， 
那么 ||w|| 之 jlwoll, 且 等 号 成 立 当 且 仅 当 w = wo. 
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证 明 (i) 因为 (.) 为 Hermite 内 积 , 我 们 只 要 证 明 (df,w) = 0 
即 可 . 由 于 w 为 调和 形式 , 故 *w 为 财 形 式 . 利用 Stokes 积分 公式 , 我 
们 有 

= df A * = * 忆 ) 二 0. 
do) = Aw= dt)=0 
如 果 w 为 调和 形式 , 且 w = dh, 则 
wll? ee (w,w) (dh, w) 0， 


从 而 只 能 w = 0. 
i) 利用 (, 我 们 有 
lo = (wo + df, wo + df) 
= (wo, wo) + (df, wo) + (wo, df) + (df, df ) 
= llwoll? + llafll? > llwoll’, 


且 等 号 成 立 当 且 仅 当 df = 0, 即 w = wo. 口 

从 这 个 引 理 我 们 看 到 , 调和 形式 和 恰当 形式 在 4!(M) 中 是 正 交 
的 ; 在 M 的 一 个 de Rham 上 同调 类 中 , 如 果 存 在 调和 形式 作为 代表 ， 
则 这 个 调和 形式 的 范 数 最 小 , 并 且 同 一 个 de Rham 上 同调 类 中 最 多 只 
能 有 一 个 调和 形式 作为 代表 . 进一步 , 我 们 有 如 下 重要 的 分 解 定 理 ; 

定理 3.2.3 (Hodge 定理 ) 设 M 为 紧 致 黎 曼 曲 面 , 则 对 任意 
w € A1(1M), 存在 唯一 的 wh E H1, 以 及 在 相差 一 个 常数 意义 下 唯一 的 
光滑 函数 f,g e 4"(M), 使 得 


w = wh + df + *dg. 


这 个 重要 定理 的 证 明 参 见 本 书 附 录 B. 我 们 现在 从 这 个 定理 出 发 
推导 一 些 今后 需要 的 推论 . 首先 , 容易 看 到 上 述 定理 中 的 分 解 在 内 积 
(,-) 下 是 一 个 正 交 分 解 . 如 果 w 为 闭 形 式 , 则 它 的 分 解 将 没有 第 三 项 . 
这 是 因为 , 此 时 *dg 为 闭 形式 , 于 是 


| ragl? = / rdgA mdy= | d(g *dg) = 0， 
M M 


从 而 *#dg = 0. 因此 , 任何 de Rham 上 同调 类 中 总 存在 唯一 的 调和 代 
表 元 . 
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推论 3.2.4 设 M 为 紧 致 黎 曼 曲面 则 Hin(M) 与 有” 线性 
同 构 . 
证 明 ”定义 映射 更 :Hlin(M) 一 五 1 为 


®([w]) = wh. 
根据 刚才 的 讨论 , 8 是 恰当 地 定义 的 线性 映射 , 并 且 它 既 是 单 射 又 是 满 


射 , 因而 为 线性 同 构 . 口 
特别 地 , 从 推论 3.2.4 可 得 


dim Hir(M) = dim H! = 2dimX. 


记 dimX 为 g, 则 9 为 拓扑 不 变量 , 称 为 M 的 亏 格 . 例如 , 黎 曼 球 面 S 
的 亏 格 为 0, 黎 曼 环 面 C/A 的 亏 格 为 1. 
推论 3.2.5 设 M 为 紧 致 黎 曼 曲面 , n > 工 为 正 整数 ， 任 取 
DE M, 设 昌 为 p 附近 的 坐标 领域 , z 为 BB 上 的 坐标 映射 ,z(p) = 0, 则 
存在 M 上 的 亚 纯 微 分 7, 使 得 7 以 p 为 唯一 极点 , 且 在 p 附近 有 
季 二 d( 云 ) 十 Th， 


其 中 nh 是 p 附近 的 全 纯 微分 . 
证 明 ”不 妨 设 z(B) =D, 记 Bis= {qeB||z(q)| <1/2}. 取 M 
上 的 光滑 截断 函数 p : M 一 有, 使 得 


plBa = plm=B=0, 
通过 零 延 拓 , 考虑 M - {p} 上 如 下 的 1 形式 : 


-人 人 本 te8, 


0， q¢B. 


在 Bi 内 , w' 一 V-1x*w = 0. 因此 , w' 一 V-1*xw' 可 看 成 M 上 的 光 
滑 1 形式 . 由 Hodge 定理 知 , 存在 wf e Hl 及 光滑 函数 f, g, 使 得 


w' — V—l1*w = wh + df + *dg. 


令 wW=w’ df= Vlx*w’ 十 wh 十 *dg， 则 w 具有 如 下 性 质 : 
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(1)w 在 M 一 {p} 上 为 调和 形式 . 事实 上 , 由 定义 知 w' 为 闭 形式 ， 
因此 w = w' 一 qf 为 闭 形式 , 且 yo = 一 V1w' 十 *w/ 一 dg 也 是 闭 形式 . 


(2) 在 Bijs 内 ,==wh +d( 吉 ), 其 中 wn 为 Biya 中 的 调和 形式 
事实 上 , 在 Bijs 内 ,以 = VI*w/ = d( 元), 因 而 


i — d( 云 ) = df =w + *dg. 


由 此 易 见 w- d( 去 ) 在 Bi 内 为 调和 形式 . 

令 有 = 二 1/2(w 十 V-1xw). 由 (1), (2) 即 知 7 为 满足 要 求 的 亚 纯 微 
分 . 口 

从 这 个 推论 我 们 还 可 以 得 到 下 面 两 个 事实 : 

(1) 紧 致 黎 曼 曲面 上 典范 因子 总 是 存在 的 ; 

(2) 紧 致 黎 曼 曲面 上 总 存在 非 平 凡 的 亚 纯 函 数 (只 要 取 两 个 上 述 
亚 纯 微分 相 除 即 可 ). 

在 本 节 最 后 , 我 们 考虑 有 限 维 复线 性 空间 X 的 基 . 设 M 为 紧 致 
黎 曼 曲面 , 其 亏 格 为 9. 取 Xt 在 内 积 (:) 下 的 一 组 标准 正 交 基 {91， 
po, , po}. 此 时 


H! = span{91, $2,:…- , pg; P1, 92 , pa}. 


令 
pb:H— C9, 


| wpe 2 而 ) 
M M M 


根据 基 的 选取 我 们 容易 看 出 9 为 单 的 线性 映射 , 从 而 是 一 个 线性 同 构 . 
习 题 3.2 


1. 证 明 : 设 w 为 紧 致 黎 曼 曲面 M 上 的 闭 1 形式 , 则 (w,*df) = 0， 
V je 40(M). 

2. 设 w 为 紧 致 黎 曼 曲面 M 上 的 闭 1 形式 . 证 明 : 如 果 (w, df) = 0， 
V fe A?(M), 则 w 为 调和 形式 . 
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3. 设 w 为 紧 致 黎 曼 曲 面 M 上 的 闭 1 形式 . 证 明 : 如 果 (w,7) = 0， 
VnEHI!, 则 w 为 恰当 形式 . 

4. 设 M 为 紧 致 黎 曼 曲面 ,pe M. 证 明 : Hin(M) 和 Hin(M 一 {p}) 
同 构 . 

5. 设 M 为 紧 致 黎 曼 曲 面 , p, 9 为 M 中 的 两 个 不 同 点 , z, w 分 别 
是 z, g 附近 的 局 部 坐标 映射 . 证 明 : 存在 M 上 的 亚 纯 微分 , 它 以 p, gq 
为 仅 有 的 极点 , 且 在 p 附近 具有 奇 性 部 分 二 ， 在 gq 附近 具有 奇 性 部 分 


dw 


Ww 
6. 利用 本 节 知 识 证 明 : 亏 格 为 0 的 紧 致 黎 曼 曲 面 必定 全 纯 同 构 于 
黎 曼 球 面 S. 
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在 本 章 第 一 节 中 , 我 们 证 明了 , 对 于 紧 致 黎 曼 曲面 上 的 任何 因子 
D, 1(D), i(D) 均 为 有 限 维 复 向 量 空间 . 在 这 一 节 中 , 我 们 利用 Hodge 
定理 来 证 明 关 于 这 两 个 有 限 维 向 量 空间 维 数 的 一 个 重要 等 式 . 它 是 由 
Riemann 和 Riemann 的 学 生 Roch 得 到 的 . 

定理 3.3.1 (Riemann-Roch 公式 ) 设 M 为 紧 致 黎 曼 曲面 , 其 
亏 格 为 g, 则 对 任何 因子 D, 有 

dimi(D) = dimi(D) + (1 — 9g)+da(D), 

其 中 维 数 都 是 指 复 维 数 . 


根据 Hodge 定理 的 推论 , 紧 致 黎 曼 曲面 M 上 总 存在 典范 因子 K， 
因此 Riemann-Roch 公式 也 可 以 改写 为 
dimil(D) — diml(K ~ D)= d(D)+(1— 9). 
下 面 逐 步 给 出 Riemann-Roch 公式 的 证 明 . 首先 做 一 些 准 备 工 作 . 
设 w 为 紧 致 黎 曼 曲面 M 上 的 亚 纯 微分 , 并 假设 w 的 所 有 留 数 均 为 零 . 
设 pi,p2,… ,pk 为 w 的 所 有 极点 , 在 p; 附近 取 局 部 坐标 邻 域 Bi, 使 
得 当 i 关 ;7 时 ， BiNB; 2., 由 于 


/ w= 2nV—lResy,(w) = 0, 
9B: 
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因此 w 在 B; - {pi} 内 为 恰当 形式 , 即 存在 B; 一 {pi} 内 的 光滑 函 
数 g;, 使 得 w = dg;. 通过 使 用 光滑 截断 函数 以 及 作 零 延 拓 , 在 M 一 
{pipa…… ,pk} 上 就 得 到 光滑 函数 g, 使 得 在 每 个 p; 附近 均 有 w = dg. 
此 时 w 一 dg 可 以 看 成 M 上 的 光滑 微分 形式 . 任 给 M 上 的 闭 形式 ”， 


定义 奇异 积分 / w^7 为 
M 


fern= /wa 


奇异 积分 具有 下 列 性 质 : 

(1) 奇异 积分 的 定义 是 恰当 的 ， 

事实 上 , 如 果 另 有 M - {ptpa,… ,pk} 上 的 光滑 函数 g', 使 得 在 
每 个 ps 附近 也 有 w = dg', 则 在 pi; 附近 dg -91) = 0, 因此 存在 常数 
ci, 使 得 在 p; 附近 g 一 g' = ci. 此 时 有 


人 -全 An- 人 -an 人 au — 9g) 人 7n 
= d(g' —g) Nn 
MU B; 
= 一 9)7 
= > ci 人 章 扎 油 ， 
这 说 明 奇 异 积 分 的 定义 是 恰当 的 . 当 w 没有 极点 ( 即 为 全 纯 微 分 ) 时 ， 


奇异 积分 就 是 通常 的 微分 形式 的 积分 . 
(2) 当 7 为 恰当 形式 时 , 有 


/ A = 
M 


事实 上 , 如 果 nm = df, 则 有 


fern= /anan= aad 
=— /af -dn) =0 
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上 式 最 后 用 到 了 Stokes 积分 公式 . 
(3) w = dg, g E M(M) > 人 on = 0 对 任意 闭 形式 7 成 立 . 
事实 上 , 如 果 存 在 亚 纯 函 数 g, 使 得 w=dg, 则 按 奇 异 积分 的 定义 有 


herrn= /adnan=0. 


反之 , 假设 对 任意 闭 形式 ， 均 有 / wAy = 0， 我 们 首先 取 M - 
M 
{p1;,p2,… ;pk} 上 的 光滑 函数 h, 使 得 在 每 个 p; 附近 都 有 w = dh, 则 
一 dh 可 视 为 M 上 的 光滑 闭 形式 , 且 / (w 一 dh) An = 0 对 任意 闭 
M 
形式 yl 成 立 . 由 Hodge 定理 容易 看 到 , 此 时 闭 形式 w - dh 必 为 恰当 形 
式 , 即 存在 M 上 的 光滑 函数 jv, 使 得 ww 一 dh = dh'. 令 g=h 二 hv, 则 
w 二 dg. 由 w 为 亚 纯 微 分 知 g 为 M 上 的 亚 纯 函数 . 
有 了 奇异 积分 , 我 们 可 以 对 前 一 节 推 论 3.2.5 中 得 到 的 亚 纯 微 分 作 
引 理 3.3.2 设 M 为 紧 致 黎 曼 曲面 ,nn 之 1 为 正 整 数 . 任 取 PE M， 
设 BB 为 p 附近 的 坐标 邻 域 , z 为 上 的 坐标 映射 , z(p) = 0, 则 存在 M 
上 的 亚 纯 微分 w, 使 得 w 以 p 为 唯一 极点 , 且 在 p 附近 有 
WW = d( 却 ) 十 Wh， 
其 中 wh 是 p 附近 的 全 纯 微分 , 并 且 
/ wrB=0 4 一 1 2 90) 
M 
这 里 {981,02,… ,pg} 是 前 一 节 最 后 所 定义 的 H 的 一 组 基 . 
证 明 ”根据 前 一 节 的 推论 3.2.5, 存在 亚 纯 微分 w', 它 满足 除 奇异 
积分 为 零 以 外 的 所 有 条 件 . 根据 前 一 节 最 后 的 一 段 说 明 , 映射 


:Ho— C9, 


eo (wrm, f wrt 而 


是 线性 同 构 , 因此 存在 全 纯 微 分 y, 使 得 


f wrB= | wD es 
M M 


人 

令 w=w'-o, 则 ww 为 满足 引 理 要 求 的 亚 纯 微 分 . 口 
注 ”不 难看 出 , 满足 上 述 引 理 条 件 的 亚 纯 微 分 w 是 唯一 的 . 
现在 , 我 们 假设 D = Dn .pi 为 紧 致 黎 曼 曲面 M 上 的 一 个 有 效 


i=] 


因子 , 其 中 > 0 (i = 1,2,… ,m). 根据 刚才 的 引 理 , 存在 M 上 的 亚 
纯 微分 芒 ,72，… ,7 (1 < i < m), 使 得 在 p; 附近 的 坐标 邻 域 B; 内 


有 1 
大 k 
ys -< (去 ) es 
其 中 克 为 B; 内 的 全 纯 微分 , 且 
| 半 A 而 = j=1,2,... ,9, 1 < kni. 
M 


显然 , {2, 驴 ,… ,72} 叶 1 是 M 上 线性 无 关 的 亚 纯 微分 , 记 它们 张 成 
的 复 向 量 空间 为 m(D), 则 


dimm(D) = 了 = d(D). 
i=1 


引 理 3.3.3 设 D 是 M 上 的 有 效 因 子 ,m(D) 如 上 定义 . 
Qi) 车 fe1D), 则 df € m(D); 
(i) 若 TEm(D), 则 


T= df, felD) = |/ TAWi=0,1i=1,2,...,9. 
M 


证 明 (i) 设 D= >》 Wu “pi, f Ee 1(D), 则 
i=1 
vp,(f)+ni20 71=1,2,..,m. 
根据 区 的 构造 , 存在 入 € C, 使 得 df 一 二 是 M 上 无 极点 的 亚 
ik 


纯 微分 , 即 df - 》 入 芭 E XH. 又 因为 
i,k 


(# -DN ) 人 而 = yl 
M ik 
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故 df 一 让 =0, Bh df € span{7®} = m(D). 
k 


的) 必要 性 的 部 分 在 定义 奇异 积分 时 已 经 说 明 过 下 面 设 +e m(D)， 
且 
J rat=0, 1= 1,2,... ,9, 
M 


于 是 
| TA$=0, voenH!. 
M 


根据 奇异 积分 的 性 质 可 知 , 存在 亚 纯 函 数 f, 使 得 r = df. 由 mm(D) 的 
定义 容易 看 出 f € 1(D). 国 

根据 这 个 引 理 我 们 知道 , 外 微分 算 子 a 诱导 了 线性 映射 4 : 1(D) 一 
m(D), 并 且 它 的 像 d(1(D)) 在 m(D) 中 满足 9 个 线性 约束 条 件 , 因此 


dim d(1(D)) > dim m(D)— g. 
显然 , Kerd = C, 从 而 有 
diml(D) = dim Kerd + dimImd > 1+d(D)— gy. 

这 是 Riemann 所 获得 的 不 等 式 , 它 给 出 了 dim1(D) 的 一 个 下 界 估计 . 

为 了 得 到 完整 的 Riemann-Roch 公式 , 我 们 必须 计算 出 Imd 的 
维 数 .为 此 , 设 {如 ,2,… ,TY} 名 1 是 如 上 构造 的 m(D) 的 基 . 任 取 
pe XH, 我 们 来 计算 到 Ap. 取 ps 附近 的 坐标 邻 域 B;, 设 z 为 Bi 
上 的 坐标 映射 , z(p;) = 0. 根据 zk 的 构造 知 , 存在 M - {ps} 上 的 光滑 
函数 9, 使 得 在 ps 附近 g = 去 +f 其 中 f 为 p 附近 的 全 纯 函 数 , 且 
在 B; 内 站 = dg. 由 奇异 积分 的 定义 , 有 


/ 不 Av= | (WK -dg)Av 
M M 
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如 果 在 Bi; 内 y 的 局 部 展开 式 为 p = (2) 则 由 上 式 得 
了 


大 ApD 王 27rV 一 1.ak_1， 开 一 1),2) ,ni. 
M 


定义 线性 算 子 5 如 下 : 
S$: m(D)—H, 


si (rg) 多 : 


J=1 


了 lh 


再 定义 线性 算 子 了 为 
下 : H—m(D), 
SS 
这 1 k=1 


其 中 ai 是 y 在 p; 附近 的 坐标 邻 域 B; 中 展开 的 系数 : 
ai zk |dz. 
0 (Pei) 


我 们 有 如 下 结果 : 
引 理 3.3.4 。 设 线 性 算 子 5, 了 定义 如 上 , 则 
(i) Ker 9 = Im d; 
(i) Ker T' =D 
(ii) dim Im S$ = dim Im T. 
证 明 (i) reker Se | TAG;=0,j7=1,2,...,9 


M 
<—> 7 € Imd. 


(i) 回忆 i(D) 的 定义 : iD) = {w | (w) -D> 0}. 因此 


w €i(D) < 人 > weE 1 
且 如 果 在 p; 附近 w = (Zoojw 则 
k 


a =0, kni—1<>weKerT. 
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(ii) 我 们 在 m(D) 的 基 {区 } 和 Xt 的 基 {9;} 下 分 别 计算 线性 算 
子 5,T 的 矩阵 表示 . 在 B; 内 , $; 有 局 部 展开 


9; = ( ot) dz, 
k 


因此 有 


9 
= 
T(8;) = 2 > oD 


i=1 k=1 


1 和 
(rps) pe 二 并 r ( M Tpi 9; 9; 3 Qj(k-1) 0) 


这 说 明 线性 算 子 5, 7 的 矩阵 互 为 转 置 . 特别 地 , 有 
dim ImS = dim Im7 口 
有 了 上 面 这 些 准备 ， 现在 可 以 给 出 Riemann-Roch 公式 的 证 明了 . 
我 们 分 几 种 情况 讨论 : 
(1) D 为 有 效 因 子 . 如 果 D = 0, 则 显然 !(D) = C, i(D) = 从 而 


dim!(D)=1= dimi(D)+ (1— 9). 
如 果 D > 0, 且 d(D) >0, 则 由 引 理 3.3.4, 有 


diml(D) = dim Ker d+ dimIm d 
=1+dimKerS 
=1+(dim m(D)— dimIm $5) 
=1+d(D)— dimIm T 
=1+d(D)— (dim H— dim Ker T) 
=1+d(D)—(g— dimi(D)) 
= dim i(D)+d(D)+(1— 9). 
这 说 明 Riemann-Roch 公式 对 有 效 因子 成 立 . 
推论 3.3.5 设 K 为 M 上 的 典范 因子 , 则 d(K) = 29 一 2. 特别 
地 , 亏 格 为 1 的 黎 曼 曲 面 上 存在 处 处 非 零 的 全 纯 微分 . 
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证 明 ”如 果 g=0, 则 M 与 黎 曼 球 面 S 同 构 (见习 题 ). 取 w = dz， 
其 中 z 为 C 上 的 复 坐 标 , 则 天 = (w) = -2co. 因此 d(K) = -2 = 2g-2. 
如 果 9 > 1, 则 存在 非 零 全 纯 微分 we XH. 此 时 天 = (w) >0, 并 且 


UK)Si0)=H, iK)SL(0)=C. 
因此 有 
g=dimH= diml(K)= dimi(K)+d(K)+(1— 9) 
=1+d(K)+(1—9). 
这 说 明 d(K) = 2g 一 2. 口 


我 们 继续 证 明 Riemann-Roch 公式 . 
(2) K -DD 为 有 效 因子 . 这 时 , 由 (1) 可 得 


diml(K ~ D) = dimi(K ~ D)+d(K ~ D)+(1— 9). 


用 diml(K 一 D)= dimi(D), dimi(K ~ D)= diml(D) 及 d(K)= 2g-2 
代入 上 式 即 得 


diml(D) = dimi(D) + d(D)+ (1— 9). 


(3) 设 D 是 M 上 的 一 个 一 般 的 因子 . 如 果 1(D) 关 {0}, 则 存在 
fo e 1(D), 使 得 (fo) 十 D> 0. 令 Do = (fo) +D, 则 Do 为 有 效 因子 ， 
从 而 Riemann-Roch 公式 对 Do 成 立 . 因此 Riemann-Roch 公式 对 因子 
D 也 成 立 . 如 果 i(D) 关 {0}, 则 存在 wo e i(D), 使 得 (wo) -万 >0. 令 
D' = (wo) 一 DD, 则 也 为 有 效 因子 . 根据 (2) 知 , Riemann-Roch 公式 对 
因子 D 也 成 立 . 最 后 , 我 们 假设 1(D) = i(D) = {0}, 我 们 要 证 明 此 时 
必 有 d(D) =g 一 1. 事实 上 , 把 万 写成 也 = Di 一 Ds, 其 中 D1, D2 为 
有 效 因 子 , 且 D1, Dz 无 公共 点 . 根据 本 章 83.1 的 习题 , 有 


对 有 效 因子 Di 运用 Riemann-Roch 公式 , 有 


d(D2) > dimi(Di)+d(Di)+(1—9)>d(Di)+(1—9). 


有 


这 就 得 到 下 面 的 估计 : 
d(D)= d(Di1)—d(D2) < g—1. 
对 于 因子 K - D 也 有 这 个 估计 , 即 
dK-D)<g-1. 


这 说 明 
d(D)>d(K)—(g—1)=2g9—-2—(g—1)=g—1. 
于 是 d(D) = g 一 1, 因而 Riemann-Roch 公式 对 D 也 成 立 . 口 


习 题 3.3 


1. 设 w 为 黎 曼 球 面 S 上 的 亚 纯 微 分 . 证 明 : w = dg 且 9 为 亚 纯 
函数 当 且 仅 当 w 的 留 数 均 为 零 . 

2. 用 Riemann 不 等 式 证 明 任 何 紧 致 歼 曼 曲面 上 均 存 在 非 平凡 亚 
纯 函 数 . 

3. 用 Riemann 不 等 式 证 明 亏 格 为 零 的 紧 致 黎 曼 曲面 必定 全 纯 同 
构 于 黎 曼 球面 S. 

4. 证 明 : 对 于 任意 因子 D, 如 果 d(D) > -1 则 有 

dim!l(D) < 1+4d(D). 

5. 证 明 : 如 果 因 子 D 的 次 数 不 小 于 亏 格 g, 则 D 线性 等 价 于 一 

个 有 效 因子 . 


83.4 关 干 应 用 
本 节 我 们 给 出 Riemann-Roch 公式 的 一 些 具 体 应 用 . 


一 、Bergman 度量 


定理 3.4.1 设 M 为 紧 致 黎 曼 曲面 , 其 亏 格 g > 0, 则 对 任意 
PE M, 均 存在 全 纯 微 分 w, 使 得 w(p) 关 0. 

证 明 ”用 反 证 法 . 假设 不 然 , 则 存在 p e M, 使 得 w(p) = 0， 
VweEKH. 此 时 Hcilp)= {ww|(w) 一 p 宕 0} CH, 从 而 X= ilp). 由 
Riemann-Roch 公式 , 有 
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dim{(p) = dimi(p) + d(p) + (1 — 9) 
= dimH++d(p)+ (1—9) 
=9 十 1+(UL 一 9) 三 2. 
这 说 明 M 与 S$ 同 构 , 从 而 M 的 亏 格 为 0. 这 和 假设 相 矛 盾 . 口 
根据 这 个 定理 , 如 果 g > 1, 设 {91,92,… ,go} 为 KH 的 一 组 标准 
让 交 基 , 令 ， 
G= D2 ® $i, 
i=1 
则 G 为 M 上 非 退 化 的 Hermite 度量 (参见 第 五 章 ). 容易 看 出 , G 与 
标准 正 交 基 的 选取 无 关 , 称 为 Bergman 度量 . 特别 地 , 如 果 g = 1, 则 
Bergman 度量 为 平坦 度量 , 从 而 M 的 万 有 复 迭 空间 同 构 于 C. 这 就 说 
明 , 亏 格 为 1 的 紧 致 黎 曼 曲面 必 和 某 个 黎 曼 环 面 C/A 同 构 . 关于 度量 
和 相关 的 曲面 的 几何 性 质 , 我 们 将 在 本 书 第 五 章 中 详细 讨论 . 
二 、 亚 纯 函 数 的 丰富 性 
定理 3.4.2 设 M 为 紧 致 黎 曼 曲面 , 其 亏 格 为 g,DD 为 M 上 的 
因子 . 
(i) 当 d(D) > 29—1 时 , dimi(D)= d(D)+ (1— 9); 
(i) 当 d(D) = g 十 n,n>0 时 , diml1(D)>1++n, 且 g==0 时 等 号 
证 明 (i) 当 4d(D)>2g 一 1 时， 
dK — D)=d(K)-d(D)=2g-2-d(D) <o, 
从 而 i(D) 宇 1K -DD) = {0}. 由 Riemann-Roch 公式 ,有 
diml(D) = dimi(D) + d(D)+(1— 9g) 
= d(D)+ (1— 9). 
(i) 当 d(D) = g 二 n,n>0 时 , 由 Riemann-Roch 公式 ,有 
diml(D) = dimi(D)+d(D)+(1—9) 
> dD)+(1— 9) 
一 9 十 见 十 (1 一 9g) 三 工 十 也. 


a 


当 g=0 时 , 由 (i) 知 


dimi(D)= d(D)+(1—9g)=g+n+(1—g)=1+n. 回 


这 个 定理 告诉 我 们 , 紧 致 黎 曼 曲面 上 有 很 多 亚 纯 函数 . 特别 地 , 我 
们 有 如 下 推论 : 

推论 3.4.3 设 M 为 紧 致 黎 曼 曲面 , 其 亏 格 为 g, 则 

(i) 任 给 PE M, 存在 亚 纯 函 数 f, 使 得 f 以 p 为 唯一 极点 ， 且 重 
数 <g+l; 

i) 任 给 p E M, 存在 亚 纯 函数 f, 使 得 f 以 p 为 唯一 零点 , 且 重 
数 专 9 十 出 

(过 ) 任 给 p 夭 geM, 存在 亚 纯 函数 f, 使 得 f(p) f(gq); 

(iv) 任 给 PE M, 存在 亚 纯 函 数 f, 使 得 f(p) = 0, 且 p 为 单 零 点 ; 

(Vv) 当 g > 1 时 , 存在 亚 纯 函数 f, 使 得 太 的 分 歧 履 盖 叶 数 < g. 

证 明 (i) 令 DD= (g+1)p, 则 由 定理 3.4.2 中 的 (ii 知 , dim1(D) > 
2. 因此 , 1(D) 中 存在 非常 值 亚 纯 函数 f. f 即 为 所 求 . 

(i) 设 f 是 (i) 中 的 亚 纯 函 数 , 则 1/F 满足 (i) 的 要 求 . 

(ii) 对 于 pe M, 设 了 是 (i) 中 得 到 的 亚 纯 函数 , 则 


f(p)=o€S, flq)eC. 
(iv) 任 取 g#p, 令 D = (2g +1)g 一 p, 则 
d(D)=2g, d(D-p)=2g-1. 
显然 , I(D 一 p) Cc 1(D). 根据 定理 3.4.2 中 的 (i) 知 
diml(D) = d(D)+(1—9)=g+1, 
diml(D—p)= d(D—p)+(1— 9g)=9, 


从 而 存在 fe 1(D), f 4 1(D 一 p). 这 就 说 明 f 以 p 为 单 零 点 . 
(v) 取 M 上 的 非 零 全 纯 微 分 w, 则 


K=(w)2¥0, 有 f£ dK)=2g—-2>0. 


88 第 三 章 ”Riemann-Roch 公式 
2 


令 天 =Di+D Di>0Dz>0 且 dDi)=od(D)=9-2>0. 由 
Riemann-Roch 公式 ,有 
dimil(Di) = diml(K ~ Di)+d(Di)+(1—9) 
= diml(D2)+g+(1— 19) 
艺 1 半 g 十 (1 一 g) 二 奖 
因此 , !(Di) 中 存在 非常 值 的 亚 纯 函数 f. f 即 为 所 求 . 口 
三 、 亚 纯 函 数 域 
定义 3.4.1 设 开 为 复 系数 域 . 如 果 存在 ze K, 使 得 z 对 于 C 
是 超越 元 素 , 且 [K : C(z)] < co, 则 称 K 为 一 元 代数 函数 域 . 
设 M 为 紧 致 黎 曼 曲面 , f e gt(M) 为 非常 值 亚 纯 函 数 , 则 f 对 于 
C 显然 是 超越 元 素 . 我 们 有 
定理 3.4.4 设 M 为 紧 致 黎 曼 曲面 , 则 2M(JM) 为 一 元 代数 函数 
域 . 进一步 , 如 果 z 为 M 上 的 有 nn 个 极点 的 亚 纯 函数 , 则 
[RM) : C(z)] = 7. 
对 于 定理 3.4.4, 我 们 分 别 证 明 
MM) :Cz)] <n 和 MM) :Cz)] zn. 


设 (z) = & — BB, 其 中 5 表示 之 的 零点 集 ， PB; 表示 z 的 极点 集 . 令 
A = {dz 的 零点 }, 取 a eS-{z(4),o0), 则 z 一 a 只 有 单 零点 , (z 一 a)-! 
只 有 单 极点 . 由 于 C(z) = C( 一 一 ), 必要 时 用 (zo)! 取代 z, 我 们 
可 以 假设 P= pi 十 pz 十 … 十 pn 由 个 不 同 的 点 组 成 . 

引 理 3.4.5 [MN(M):C(z)] < n. 

证 明 设 wi,w2,… ,wm e 员 (M), 且 它 们 关于 C(z) 线性 无 关 . 
下 面 证 明 m < n. 无 妨 设 {wi} 吕 | 的 极点 均 在 {pi,p2o,… ,pn} 之 内 . 事 
实 上 , 若 {q1,gq2,… ,qs} 是 {ww} 于 | 的 在 {pi,p2,… ,pn} 之 外 的 所 有 
极点 , 记 oj = z(gq;) (7 = 1,2,… ,s), 并 令 


4 一 (z 一 ai)j(z 一 az)…(z 一 as)， 


ae 


则 wwi,wwz,… ,uw。 的 极点 都 在 {pi1,p2,… ,pn} 之 内 ， 并 且 wwi， 
uw2,… ,Uws 关于 C(z) 仍然 线性 无 关 . 

现在 考虑 (r+1l)mm 个 亚 纯 函 数 zi.wi (i=1,2,:… ,m;j = 0,1,:… ,7). 
取 充 分 大 的 , 使 得 


zi .wi El(k+T)P), Vi,i. 
k 可 以 选取 得 与 7 无 关 . 当 充分 大 时 , 由 定理 3.4.2, 有 
diml((k+7)P)= (k++r)n+(1— 9). 
注意 到 {z7 wi} 为 1((k 十 7)P) 中 复线 性 无 关 的 函数 , 从 而 有 


(r+l)m < (k++r)n+t(l—9). 


这 就 得 到 下 面 的 估计 : 
到 十 了 1—g 
sy 
在 上 式 中 令 7 一 co, 就 得 m < n. 口 


引 理 3.4.6 [NM(M): C(z)] > n. 
证 明 ”如 同上 一 个 引 理 那样 , 可 以 假设 z 的 极点 均 为 单 极点 . 取 
qe M-— {p1, p2,**- ; Dn} 及 k 之 29 一 工 十 即 . 由 定理 3:4.2, 有 


diml(kg— (pl 十 Da 十 十 pi-1)) =1+dimi(kg— (pi+p2+… 二 pi)). 
因此 存在 wi se l(kg 一 (pi 十 pz 十 … 十 pi-1)) 一 (kg 一 (pi 十 pz 十 … 十 pi))， 
使 得 
wi(p1) = wi(p2) = = wi(pi_1), wi(pi) EC”. 
我 们 只 需 证 明 1, wo,.…, wn 关于 域 C(z) = C (=) 线性 无 关 . 用 反 证 
法 . 假设 不 然 , 则 存在 ui < C( = ), 使 得 
> QiWwi 一 0. (3.1) 
Ll 
设 6 是 al, qz,…, an 的 分 母 的 最 小 公 倍 数 . 令 y; = Bai, 则 


1 
> Tiwi = 0, neCc[z|, i= 2m 
i=1 


90 第 三 章 ”Riemann-Roch 公式 


设 d 是 汉 , 7Y2,…, Yn 的 最 大 公 因 子 , 用 1/d 乘 以 上 式 , 将 系数 y;/d 仍 
记 为 wm. 此 时 ae cl 且 oi 无 非 平凡 公共 因子 . 因此 , a; 中 至 少 
有 一 个 具有 非 零 常数 项 . 故 存在 + < n, 使 得 oi, a2,… ,a,_1 的 常数 
项 为 零 ,而 av 的 常数 项 非 零 . 在 点 pm 上 , 因为 = 为 零 , 故 


Q1 (pr) = Q2 (pr) 二 :二 Qr_1(pr) = 0 
而 由 wi 的 取 法 可 知 
wr+l(pr) = wr+2(pr) = = wn(pr) = 0. 


代入 (3.1) 式 , 得 
Qr(pr) :wr(pr) = 0. 
这 和 ar(pr) 关 0, wr(pr) 关 0 相 矛 盾 ! 口 
以 上 两 个 引 理 结合 起 来 就 证 明了 紧 致 黎 曼 曲面 的 亚 纯 函 数 域 是 一 
个 一 元 代数 函数 域 . 以 黎 曼 球面 § 为 例 , 取 z 为 C 上 的 标准 复 坐 标 ， 
把 它 看 成 S 上 的 亚 纯 函 数 , 根据 上 面 的 证 明 就 有 


[DIS) : C(z)] = 1， 


即 gt(S) = C(z). 这 是 我 们 在 第 二 章 82.3 中 证 明 过 的 结论 . 下 面 考虑 
黎 曼 环 面 C/A. 任 取 pe C/A, 由 定理 3.4.2, 有 


dim (2p) = d(2p) + (1 — 9)= 2. 


因此 1(2p) 中 存在 非常 值 的 亚 纯 函数 f, 它 以 p 为 唯一 极点 , 且 重 数 
< 2. 因为 重 数 不 可 能 为 1 (否则 黎 曼 曲面 必 为 黎 曼 球面 ), 故 f 以 p 为 
双 极点 . 因此 
ER(C/A) : CCP] = 2 
下 面 我 们 用 另 一 种 办 法 将 本 小 节 的 主要 结果 加 以 推广 这 个 推广 
涉及 初等 对 称 函数 的 构造 . 设 z : M _，N 为 紧 致 歼 曼 曲面 之 间 的 非常 
值 全 纯 映射 , 则 > 为 分 歧 覆 盖 , 其 重 数 记 为 n. 假设 f 为 M 上 的 亚 纯 
函数 . 我 们 构造 N 上 的 n 个 亚 纯 函数 ci(f) (i = 1,2,… ,n) 如 下 : 设 
gq e N 不 是 z 的 分 歧 值 , 取 其 开 邻 域 V, 使 得 


z (VV)=UUU UUU,, 


ws 


其 中 Ui (= 1,2,…,n) 为 M 中 互 不 相交 的 开 集 , 且 z : UV; 一 V 为 全 
纯 同 构 . 令 f= fo(zlv)-! (i=1,2,…,n), 则 到 为 VY 上 的 亚 纯 函 
数 . 考虑 关于 变量 zx 的 n 次 多 项 式 

TI — i)= 2" +cr" 十 :十 cnh 

1 
其 系数 ci = ci(j 是 关于 fi (i = 1,2,… ,n) 的 初等 对 称 多 项 式 . 不 难 
看 出 , ci 的 定义 与 邻 域 Y 的 选取 无 关 , 且 可 延 拓 为 N 上 的 亚 纯 函 数 . 

任 给 g es mM(N), 复合 函数 z*g = goz 为 M 上 的 亚 纯 函数 . 

此 , z*9R(N) 可 以 看 成 rt(M) 的 子 域 . 根据 上 面 的 构造 , 对 任意 的 六 
mM(M), 有 


f"°+(2c)f™ ++ (zen 1)f + zcn = 0. 


这 说 明 mM(M) 是 z*9M(N) 的 代数 扩张 , 且 扩 张 次 数 不 超 过 n. 

另外 , 设 g 不 是 z 的 分 歧 值 , 则 z-1(q) = {pi,p2z,… ,pn} 由 个 
互 不 相同 的 点 组 成 . 我 们 可 以 取 M 上 的 一 个 亚 纯 函数 f, 使 得 f(p;) 
互 不 相同 (参见 第 六 小 节 中 的 引 理 3.4.17), 则 f 关于 x2*(N) 的 极 小 
多 项 式 的 次 数 必定 不 小 于 n. 总 之 , 我 们 得 到 下 面 的 定理 : 

定理 3.4.7 设 z: MM 一 NN 为 紧 致 黎 曼 曲面 之 间 的 非常 值 全 纯 映 
射 , z 的 重 数 为 n, 则 

[mM) : 2M(N)] = 7n. 

显然 , 当 N = S 时 , z*9t(N) = C(z), 因此 这 个 结果 是 前 面 定理 的 
推广 . 下 面 我 们 来 说 明 亚 纯 函 数 域 完 全 决定 了 黎 曼 曲面 本 身 . 

定义 3.4.2 设 开 为 域 , K* = 二 KK 一 {0} 为 K 中 非 零 元素 组 成 的 


v: K*— 2Z 


是 满 同 态 , 且 
v(f +9) > min{v(f),v(g)}, Vf, ge kK", 


则 称 v 为 K 上 的 一 个 (离散 ) 赋值 . 


人 
通常 我 们 规定 v(0) = +o0. 显然 , 如 果 p 为 M 上 的 点 , 则 先前 对 
于 亚 纯 函数 定义 的 赋值 映射 w 就 是 M 的 亚 纯 函数 域 上 的 一 个 赋值 
赋值 具有 如 下 性 质 : 
(1) v1) = 0, v(-1) = 0, v(f) =v(- 有 ). 
(2) 当 vlf) #v(9) 时, v(f +9) = min{v(f),v(9)}. 
事实 上 , 不 妨 设 v(f) < v(g), 则 


v(f)=v(f +g9—9) > min{v(f +9),v(—9)} 
> min{min{v(f),v(9)},v(9)} 
= min{v(f),v(g9)} = v(f). 
因此 上 述 不 等 号 均 为 等 号 . 特别 地 , 有 


v(f)= min{v(f + 9),v(9)} = v(f + 9). 
(3) 如 果 Cc EK, 则 w(c)=0,VceC*. 
这 可 由 等 式 v(c) = nv(ci/") 推出 , 因为 : 车 v(c) 0, 则 wel/") 关 
0. 令 n 一 o0 可 导出 矛盾 . 
下 面 我 们 来 刻画 亚 纯 函数 域 上 的 赋值 . 
命题 3.4.8 设 M 为 紧 致 黎 曼 曲面 ,v 为 亚 纯 函数 域 Mt(M) 上 
的 赋值 , 则 存在 唯一 的 PE M, 使 得 v= vp. 
证 明 ” 取 亚 纯 函 数 h, 使 得 v(h) = 1. 显然 h 不 是 常 值 函数 . 根 
据 赋值 映射 的 性 质 , 如 果 ae C*, 则 v(h 一 a) = 0. 因此 , 如 果 7 为 有 
理 函 数 , 则 
v(r(h)) = vo(7). 
记 了 的 零点 为 p1,p2z,… ,pn. 任 取 亚 纯 函 数 f, 则 f 满足 方程 
f*°+r(h)f™ + +rn(h) = 0, 
其 中 7; (i = 1,2,… ,n) 为 有 理 函 数 . 这 说 明 
nv(f) > min{vo(ri)+ (nm—iv(f) (i=0,1,.… ,nC— 1)}. 


如 果 v(j < 0, 则 存在 i, 使 得 vo(r;) < 0. 因为 ri(0) 是 f 在 pi,p2,…， 
pn 处 取 值 的 初等 对 称 函数 , 因而 f 必 以 某 个 p; 为 极点 ， 同 理 , 讨论 


a 


1/f 即 知 , 如 果 v(f) > 0, 则 了 以 某 个 pi 为 零点 . 将 {pi1,pz,… ,pn} 
中 互 不 相同 的 点 重新 记 为 q1,q2,… ,qm. 选取 亚 纯 函 数 g, 使 得 9 在 
{qi} 处 均 全 纯 , g(q;) 为 互 不 相同 的 非 零 复 数 , 且 dg(gq;) 均 不 为 零 ( 见 
第 六 小 节 中 的 引 理 3.4.17). 刚才 的 讨论 表明 v(g) = 0. 考虑 函数 


nh] [Gg — 9(0)™. 


?一 1 


它 在 {qi;} 处 均 全 纯 , 且 取 值 非 零 , 因而 其 赋值 为 零 . 因此 


1=wv(h) = > va,(h)v(g — g(gqi)). 


i=1 


因为 v(g 一 g(qi)) > 0, 故 存在 唯一 的 qx, 使 得 
v(g— g(gk))=1= va(h), v(g—9(g;))=0, j#%. 


对 任意 的 亚 纯 函数 f, 考虑 函数 


rll ot "ea. 


$b 
其 赋值 为 零 , 因此 
v(f) = va,(f)v(9 — 9(qi)) = va (f). 
= 
这 就 证 明了 命题 (命题 中 pb 的 唯一 性 是 显然 的 ). 回 
定理 3.4.9 设 M,NN 为 紧 致 黎 曼 曲面 ,yp :了 ;(N) 一 rr(jM) 为 域 


同 态 , 且 限 制 在 C 上 为 恒 同 同 态 , 则 存在 唯一 的 全 纯 映 射 h:M 一 N， 


使 得 
P=. 


证 明 设 peM, 在 NM(N) 上 定义 赋值 w 为 
vp(f) = vp(p(f)), f EMN). 
根据 命题 3.4.8, 存在 唯一 的 点 h(p) es N, 使 得 ww = vty), 即 


vp(p(f)) = vp(p)(f), f Ee MN). (3.2) 
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这 样 就 得 到 了 映射 h : M 一 N. 我 们 说 明 
p(f)(p) = f(h(p)), f EM(N), pe M. 
由 (3.2) 式 知 , 当 h(p) 为 f 的 零点 或 极点 时 ， 上 式 成 立 ， 一 般 地 , 设 
ceEC, 有 
f(h(p)) = ¢ < 人 wp 一 6) 
< 全 Ze 一 co) 三 ztp( 力 一 cl)>0 
> p(f)(p) = <. 
下 面 说 明 wv 为 连续 映射 .如果 不然 , 则 存在 点 列 {pn} C M, 使 得 
pn 一 po € M,h(pn) — gEN 且 g 关 hl(po) = go. 而 对 NN 上 任意 的 亚 
纯 函 数 f, 均 有 
f(q) = lim f(h(pn)) = lim yp(f)(pn) 
= yp(f)(po) = f(h(po)) = f(gqo), 
从 而 f 不 能 区 分 g 与 go. 这 和 推论 3.4.3 相 矛 盾 . 
h 也 是 全 纯 映 射 . 事实 上 , 任 取 pe M, 选择 N 上 的 亚 纯 函数 了 ， 
使 得 f 在 h(p) 的 某 坐 标 圆 盘 7 内 是 一 一 全 纯 的 . 显然 p(f) 不 是 常 


值 函 数 (2 作为 域 同 态 是 单 的 , 且 在 C 上 为 恒 同 映射 ). 选取 p 在 MM 
中 的 开 邻 域 V, 使 得 h(V) c U, 且 yp(f)(V) c f(D0), 于 是 由 (3.2) 式 得 


>0 


h(p)= flop(f)(p), vp eV. 


因此 h 是 全 纯 的 . 口 
推论 3.4.10 ”如果 yp 为 域 同 构 ， 则 hh 为 黎 曼 曲面 之 间 的 全 纯 
同 构 . 
四 、 椭圆 函数 


定义 3.4.3 设 M = C/A 为 黎 曼 环 面 , 亚 纯 函数 域 员 (JM) 中 的 
函数 称 为 椭圆 函数 . 

我 们 也 可 以 这 样 来 描述 椭圆 函数 : 设 A = (1,7) 是 由 1 和 7 (Imr > 
0) 生成 的 C 中 的 离散 加 群 , x : C 一 C/A 为 商 投影 . C/A 上 的 椭圆 函 
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数 f 也 可 以 看 成 C 上 的 满足 下 面条 件 的 亚 纯 函 数 : 
jz) = f(1+2z)= f(r+2). 


满足 上 述 条 件 的 函数 也 称 为 双 周 期 函数 . 也 就 是 说 , C 上 的 双 周 期 亚 
纯 函 数 也 称 为 椭圆 函数 . 

现在 我 们 考虑 C/A 上 的 一 个 特殊 的 椭圆 函数 .根据 前 一 小 节 的 
讨论 , 存在 亚 纯 函数 p, 使 得 它 以 [0] 为 唯一 极点 , 极点 重 数 为 2. p 看 
成 C 上 的 双 周 期 亚 纯 函 数 时 以 A 为 极点 集 , 且 都 是 双 极点 . 在 原点 0 
附近 , p 有 如 下 Laurent 展开 : 


jp 一 a_az-2 十 a_1z-1 十 ao 十 alz 十 aa222 十 .…. 


由 于 在 C/A 上 [0] 为 p 的 唯一 极点 , dz 为 C/A 上 处 处 非 零 的 全 纯 微 
分 , 故 由 留 数 公 式 , 有 


0= ， Resp(pdz) = a_1. 
p 


因此 , 通过 减 去 常数 ao 及 除 以 a_2,p 可 以 归 化 为 下 面 的 样子 : 
p 一 2 十 aiz 十 aa22 十 …. 


下 面 来 说 明 , 上 述 表达 式 中 奇数 次 寡 的 系数 a2;_1 (i = 1,2,…) 全 为 
零 . 事实 上 , C 上 的 亚 纯 函 数 p(z) - p(-z) 没有 极点 , 同时 又 是 双 周期 
函数 , 因而 是 有 界 全 纯 函 数 . 这 说 明 p(z) 一 p( 一 z) 为 常数 . 由 于 在 原点 
0 处 它 取 值 为 零 , 故 p(z) -pb(-z) 三 0. 这 说 明 az;_1 =0 (i= 1,2,:…). 
这 些 讨论 表明 , p 有 如 下 展开 式 : 
p =z 2 十 aaz22 十 0424 十 十 aanz 各 十 

对 z 求 导 数 , 我 们 得 到 

p'(z) = 3 十 2a5z 十 4aiz3 十 ， 

[p’'(z 

[pb(z)]3 = 2 6+ 3a2z ?+ 3a4 二 + 


让 一 dz = daz =1604 si, 
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而 因此 , (p)2 一 4p3 十 20azp + 28a4 是 没有 极点 的 双 周 期 函数 . 因 它 在 
原点 0 处 为 零 , 故 恒 为 零 , 即 


(p’)? = 4p3 — 20a2p — 28a4. 


定理 3.4.11 (Weierstrass 定理 ) C/A 上 的 亚 纯 函数 由 p 和 名 
生成 , 即 
M(C/A) = C(p,p"). 
证 明 ”一 方面 , 根据 定理 3.4.4, 我 们 有 
[MR(C/A) : C(p)] = 2. 


另 一 方面 , p' 是 奇 函 数 , 因此 jp 4 C(p). 刚才 的 讨论 说 明 p' 对 于 C(p) 
的 极 小 多 项 式 为 f(y) = 妇 - 4p3 十 20azp 十 28a4, 从 而 有 
[C(p)(p’) : C(p)] = 2. 
这 说 明 
M(C/A) = C(p)(p’) = C(p,p’), 

即 椭圆 函数 都 是 由 p 和 p’ 生成 的 . 图 

为 了 方便 起 见 , 记 gs = 20az, g3 = 28a4. 从 上 面 的 讨论 我 们 知道 ， 
椭圆 函数 p 是 由 gz, gs 完全 决定 的 . 下 面 来 说 明 go, gs 不 能 是 任意 的 
复数 . 同样 地 , 为 了 方便 起 见 , 以 下 记 A = (wi, wo). 

引 理 3.4.12 设 p 是 如 上 讨论 的 椭圆 函数 ， 则 


W1 WwW2 WI1 十 w2 


(pf 的 零点 为 空 ， 空 及 名 二 儿 ， 且 它们 都 是 单 零点 ; 
(ip( 空 ),p( 空 ) 及 p( 空 了 ) 为 互 不 相同 的 复数 
证 明  ( 由 pz) =p(-2) 三 ph( 一 zz 二 wi (=12) 知 


:位 全 -re- 谷 -全 


上 式 在 z = 0 处 即 给 出 
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同 理 ， P22) = 0. 由 于 p' 以 [0] 为 3 重 极点 , 故 p' 的 零点 个 数 
为 3. 这 说 明 字 , 空 及 空地 宇 一 均 为 单 零点 . 
(ii) 记 el e2, es 3 en 4w3 一 gzw 一 g3 的 3 个 根 , 则 


(p)* = 4p’ — gap — g3 = 4(p — e1)(p — e2)(p — es). 


由 (i) 知 


{SE), (后 ) (FS)} c fo ee oo) 
不 妨 设 p( 字 ) = el 因为 六 (学 ) = 0, 故 字 在 p 下 覆盖 el 两 次 
又 因为 p 是 双 叶 分 歧 履 盖 ， 故 el * €2, €3. 同 理 ， CE2 天 5 如 油 加 
根据 此 引 理 可 知 , 多 项 式 4w3 - gzw - gs 的 3 个 根 互 不 相同 , 因 
此 其 判别 式 Ao = 吧 - 2793 夫 0. 反之 , 椭圆 函数 的 理论 告诉 我 们 , 如 
果 吗 - 27g3 0, 则 一 定 存在 黎 曼 环 面 C/A, 使 得 其 对 应 的 椭圆 函 数 
pA 有 展开 式 


1 妆 4 
phA 三 二 十 022 十 Q42 十 "…， 
党 
其 中 gs = 20a2, gs = 28a4. 
五 、 肉 入 定理 


定义 3.4.4 设 M 为 具有 可 数 拓 扑 基 和 Hausdorf 性 质 的 拓扑 
空间 ， 若 存在 M 的 开发 盖 {Ua}aer 及 每 个 开 集 Ua 上 的 连续 映射 
Ga : Ua 一 Cm, 它们 满足 如 下 条 件 : 

(i) ga(Ua) 为 C" 中 的 开 集 , ga : Ua 一 pa(Ua) 为 同 胚 ; 

(ii) 如 果 Ua Nn Ug 关 2, 那么 转换 映射 bao $531 : ge(Uan Ug) 一 
pa(Ua mVs) 为 全 纯 映射 ， 
则 称 M 为 n 维 复 流 形 . 

这 里 的 转换 映射 Bao $3 ”是 C” 中 开 集 之 间 的 映射 , 它 为 全 纯 映 
射 是 指 它 的 每 一 个 分 量 为 多 复 变 的 全 纯 函 数 , 而 一 个 多 复 变 函数 为 全 
纯 函 数 是 指 它 关 于 每 一 个 变量 为 单 变量 全 纯 函数 . 
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显然 , 黎 曼 曲面 就 是 1 维 复 流 形 ， 和 黎 曼 曲面 的 情形 一 样 , 我 们 
可 以 完全 类 似 地 定义 复 流 形 之 间 的 全 纯 上 映射 和 双全 纯 映 射 (全 纯 同 构 ) 
的 概念 . 

例 3.4.1 C" 及 Cn 中 的 开 集 显然 都 是 n 维 复 流 形 . 

特别 地 ， 


Bs {es 省) E CY 


[zil? < | 
和 D" = 了 Dx 了 DD… x 了 DD (n 个 圆 盘 之 积 ) 都 是 ” 维 复 流 形 , 它们 都 是 单 
连通 的 . 然而 , 当 n > 1 时 , 这 两 个 单 连 通 的 n 维 复 流 形 不 是 全 纯 同 构 
的 . 因此 , 单 值 化 定理 不 能 直接 地 推广 到 一 般 维 数 的 复 流 形 上 . 
例 3.4.2 复 投影 空间 CP”. 
我 们 定义 
GCP" = 一介/ 


其 中 等 价 关 系 ~ 定义 如 下 : 
AE Sl 


记 x: C"t1 一 {0} 一 CP" 为 商 投影 , CP" 上 的 拓扑 为 商 拓扑 . 对 于 
0<<ign, 定义 CP" 中 的 开 集 Ui; 如 下 : 


t= {[z0; z1,**- ;a 一 [z] € CP™ | 0}. 
Ui; 上 的 局 部 坐标 映射 定义 为 
bi: Ui—C", 
[z] (zo/%i, A / 统 ， Zz2/ Zi, 和 2 1 Zit1/ 2 co Wj 


容易 验证 , 在 开 覆 盖 {U;}*_o 和 坐标 映射 {9;}?_o 之 下 CP" 成 为 一 个 
n 维 紧 致 复 流 形 . 

下 面 我 们 讨论 黎 曼 曲面 如 何 藤 入 到 复 投影 空间 中 去 的 问题 . 

定义 3.4.5 设 M,N 分 别 是 维 数 为 mm 和 nn (mn) 的 复 流 形 ， 
f:M 一 NN 为 全 纯 映 射 , 任 取 ZE MM, 如 果 存 在 x 附近 的 局 部 坐标 
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映射 由 及 jz) 附近 的 局 部 坐标 映射 少 , 使 得 复合 映射 小 of op 1 的 
Jacobi 天 阵 在 9(z) 处 的 秩 为 m, 则 称 x 为 f 的 一 个 非 奇 异 点 , 或 称 f 
在 zz 处 非 退 化 . 如 果 f 在 M 上 处 处 非 退 化 , 则 称 f 为 全 纯 温 入. 单 
的 全 纯 浸 入 称 为 全 纯 嵌 入 . 

易 见 , 上 述 定 义 和 局 部 坐标 映射 的 选取 无 关 . 

例 3.4.3 ”乘积 谱 入 . 

定义 映射 o : CP? x CP! 一 CP5 如 下 : 


o([z], [wl]) 二 [zowo, Zow1, z100，21101， Z21U0, Z21W1]， 


V [z] = [20,21, 22] ECP2，[w] = lwo,wi] € CP!. 


按 定义 不 难 验 证 o 为 全 纯 映 射 , 且 为 全 纯 嵌 入 ( 留 作 习题 ). 

为 了 讨论 黎 曼 曲面 到 复 投影 空间 的 媒 入 , 我 们 首先 要 构造 从 笋 曼 
曲面 到 投影 空间 的 全 纯 映 射 . 设 M 为 黎 曼 曲面 , f0, 有,… ,万 为 M 
上 的 非 零 亚 纯 函 数 , 用 如 下 方式 定义 全 纯 映 射 (fo : 及:…: 所 ):M 一 
人 

任 取 pe M, 如 果 p 不 是 任何 所 的 极点 , 也 不 是 fi 的 公共 零点 ， 
则 令 

(fo: fi :i : fn)(p) = [fo(p), f1(p),:: ,fn(p)]. 


显然 , 上 式 在 p 附近 都 可 以 如 此 定义 , 并 且 在 p 附近 这 样 定义 的 映射 
是 全 纯 的 .如 果 p 为 某 个 fi; 的 极点 或 为 fi 的 公共 零点 , 则 令 ” = 
min{vp(fo),vp( 及 ),… ,vp(fn)}, 再 取 p 附近 的 局 部 坐标 映射 z, 使 得 
z(p) = 0, 并 定义 


(fo: fi: : fn)(p) = [(z "fo)(p), (2 fi)(p), ,2 fn)(p)]. 


易 见 , 这 个 定义 与 坐标 映射 的 选取 无 关 , 并 且 在 p 附近 都 可 以 这 样 定 
义 , 定义 出 来 的 映射 还 是 全 纯 的 . 

引 理 3.4.13 设 fo, 用 ,… ,fn 为 黎 曼 曲面 M 上 的 非 零 亚 纯 函 
数 , 在 peE MM 附近 全 纯 . 如 果 存 在 i 关 j 使 得 fi(p) 关 0, vp(f;) = 二 1, 则 
D 是 如 上 构造 的 全 纯 映 射 (有 0 : 用:… :有 所 ) : M 一 CP" 的 一 个 非 奇 
异 点 . 
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证 明 ”不 失 一 般 性 , 假设 fo(p) 关 0, vp( 有 1) = 1. 选取 p 附近 的 局 
部 坐标 映射 z, 使 得 z(p) = 0. 记 f= (fo : 甩 :…: 所 ). 由 ff 的 构造 可 
知 f(p) es UVo, 其 中 


Uo = Tao, 而] EE CP | m0). 
在 VU。 上 取 坐 标 映射 $: 
Ble se sl = (0 0 
f 在 坐标 映射 z 和 由 下 有 如 下 局 部 表示 : 
go jz) = (f(z2)/fo(z2), f2(z)/ fo(z),:.: ,fn(z)/fo(z)), 


并 且 
/= FD 0 

这 说 明 p 为 f 的 一 个 非 奇 异 点 . 口 

这 个 引 理 给 出 了 一 个 判断 非 奇 异 点 的 有 效 办 法 . 下 面 的 引 理 给 出 
了 判断 非 奇 异 点 和 单 射 的 办 法 . 

引 理 3.4.14 (i) 设 M,NN,N' 为 复 流 形 , f : M 一 N 为 全 纯 映 射 ， 
9$ : NN 一 NN' 为 全 纯 座 入 ， 如果 p,q€ M, f(p) zf(q), 则 $0of(p) z 
go f(gq); 如 果 p 是 了 的 非 奇 异 点 , 则 p 也 是 由 oj 的 非 奇 异 点 . 

(i) 设 M 为 黎 曼 曲面 B C 叫 (M) 为 子 向 量 空间 ， {gi}*o。 和 
{hi}?_0 为 B 的 两 组 基 , 则 当 


(go : g1 :*** : gn)(p) # (go0 : 91 :+*: : gn)(g) 


时 , 也 有 
(ho : hi :ee : hn)(p) # (ho: hi: :hn)(g), 


且 当 p 为 (go :91:…:gn) 的 非 奇 异 点 时 , p 也 为 (ho :hi:…:hn) 的 
非 奇 异 点 . 

证 明 (i) 根据 定义 , 结论 都 是 显然 的 . 

(说 设 (hoyhi,… ,hn)T = A:(go,g91,… ;9n)7 则 44 为 nn 二 1 阶 复 
的 非 退化 方 阵 , 它 可 以 看 成 线性 变换 4 : C"+1 一 Cr"+l, 从 而 诱导 了 双 
全 纯 映 射 4' : CP" 一 CP". 容易 验证 
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(hoihi: hn)= A (G0 gL: : gn), 


因此 要 证 明 的 结论 由 (i) 即 可 导出 . 口 

有 了 这 些 准 备 , 我 们 可 以 把 任何 紧 致 黎 曼 曲面 全 纯 地 搓 入 到 复 投 
影 空间 中 . 

定理 3.4.15 ( 骨 入 定理 ) 设 M 为 紧 致 黎 曼 曲面 , 其 亏 格 为 9, 则 
存在 全 纯 嵌 入 :NM 一 CP9+1. 

证 明 任 取 pe M, 考虑 因子 D = (29+1)p. 由 定理 3.4.2, 有 


diml(D) = d(D)+(1—9g)=g+2. 


设 {ho,hi,… ,hg+1} 为 1(D) 的 一 组 基 , 定义 p= (ho :hi:…: hon): 
M 一 CP9+1. 下 面 说 明 yp 为 全 纯 典 入 ， 注 意 , 当 9 = 0 时 , 可 以 取 
ho = 1, hi 为 i(p) 中 非 平 凡 亚 纯 函 数 , 此 时 yp = hi 为 全 纯 同 构 . 因此 
下 面 假设 9 > 1. 

设 gg e M, gq 关 gq. 首先 来 证 明 olg) 关 wp(q). 为 此 , 令 Di = 
Dg,D,=D-g-g, 则 


1(D2) C UD) CUD), diml(D2)=g9= diml(Di)-—1. 


取 有 € 1(D1) 一 1(D2). 不 妨 假设 4 夭 p. 此 时 fi(q) = 0, fi(p) = co， 
从 而 及 为 非 平凡 亚 纯 函 数 , 因此 可 以 把 {1, 及} 扩充 成 1(D) 的 一 组 基 
{fo=1, 扩 ;fori}. 令 儿 = (1 :及 :…: fot1), 由 引 理 3.4.14, 只 要 
证 明 vw(g) 关 w(q') 即 可 . 我 们 分 两 种 情况 讨论 : 

(1) q' 关 p. 此 时 , i(q) =0, 有 (gq )=a 关 0. 而 i>2 时, ff; 在 g,g 
附近 全 纯 . 因此 


yl(q) se | 了 [La ……] = vw(q"). 
(2) q' = p. 此 时 , fi; 在 gq 附近 全 纯 , 以 p 为 极点 , 故 
v(q)={1,.…] A# [0,.…] = vw(p). 


总 之 , 9 为 单 射 . 
其 次 , 我 们 证 明 M 上 的 点 都 是 非 奇 异 点 . 任 取 ge M, 令 Di = 
D 一 g, Ds = D 一 2g, 同 理 , 存在 fi € 1(Di1) -1(D2), 所 为 非 平凡 亚 
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纯 函 数 ， 扩 充 {1, 广 } 为 !D) 的 基 {fo = 1 有 1… ,fori}. 令 水 = 
(1 : 凡 :… :for1), 我 们 要 证 明 gq 为 的 非 奇 异 点 . 讨论 如 下 : 

(1) g 关 p. 由 岂 的 定义 知 , fi 以 gq 为 单 零 点 . 根据 引 理 3.4.13 知 ， 
4 是 水 的 非 奇 异 点 . 

(2) gq = p， 此 时 , D1 = (2g)p, D2 = (29 一 1)p， 由 fi 的 定义 
知 wp( 有 1) = -29， 在 扩充 {1, 及 } 时 , 不 妨 取 fo € 1(D) -1(D1), 则 
vp(f2) = 一 (2g 十 1). 设 z 为 p 附近 的 局 部 坐标 映射 , z(p) = 0. 由 定义 ， 
在 p 附近 可 写成 


v = 区 zt 2z2941 户 ， A g29+1 fai]. 
由 于 z2o+1 方 以 p 为 单 零点 , z29+1f 在 p 处 非 零 , 由 引 理 3.4.13 知 , p 
为 v 的 非 奇 异 点 . 口 
六 、 平 面 曲线 


定义 3.4.6 设 忆 为 C3 中 的 齐 次 多 项 式 , 则 {[z] € CP?|P(z)= 
0} 是 CP? 中 的 子 集 , 称 为 平面 曲线 . 

下 面 我 们 证 明 任何 紧 致 黎 曼 曲 面 都 可 实现 为 CP? 中 的 平面 曲线 ， 
并 由 此 进一步 把 任何 紧 致 黎 曼 曲面 全 纯 嵌 入 到 CP5 中 . 

设 M 为 紧 致 黎 曼 曲 面 , z : M 一 $ 为 M 上 有 个 极点 的 亚 纯 函 
数 , 则 存在 亚 纯 函数 f, 使 得 gr(M) = C(z, 了 ), 且 f 对 于 C(z) 的 极 小 
多 项 式 Q 的 次 数 为 n: 


Q(f)=f° +ri(z)f™ + + rn(z)=0, mi(z) EC(z)，i1 2 ,n. 
利用 通 分 , 我 们 可 以 得 到 互 素 的 复 系数 多 项 式 5;(z), 使 得 
Pl(z,f) = So(z)f* + S1(z)f™ 1+...+ 5,(z) = 0, 


其 中 P(z,y) = So(z)y"* + S1(zT)y" 1! 十 … 十 Sn(7) e CIz,y. 定义 书 的 
齐 次 化 多 项 式 户 (w,z,y) 为 


Po(w, zx,y) = Ww™: Plo/w; y/w), 


其 中 m 为 PP 的 次 数 , Po 为 m 次 齐 次 多 项 式 , 且 Py(1, zx,y) = P(x,y). 
下 面 我 们 来 研究 由 PP 决定 的 平面 曲线 . 
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记 Uo = {[z0,21,22] | zo # 0} = {[1,z1,22] | z1,22 € C} C CP?, 
定义 
M* = {lw,zx,y € CP? | Polw, x,y) = 0}, 
Mi = M*NUo= {1,7,y ee CP |P(z,y) = 0}. 


我 们 有 如 下 结论 : 

(1) Po(w,z,y) 在 CP? 中 无 孤立 零点 . 事实 上 , 如 果 Po(wi, zi1,W1) = 
0, 不 妨 设 zi 关 0, 由 及 的 齐 次 性 知 , (wi/z1,1,w1/z1) 也 是 忆 的 零点 ， 
即 (wi /zi,yi/7x1) 是 多 项 式 R(w,y) = Po(w,1,y) 的 零点 . RR 在 C? 中 
没有 孤立 零点 , 因此 [w,zx,y 也 不 是 成 的 孤立 零点 . 

(2) M* - Mt 只 含有 有 限 多 个 点 . 特别 地 , 有 M8 = M*. 用 反 证 
法 . 如 果 不 然 , 则 齐 次 多 项 式 PP(0, xz,vy) 在 CP? 中 有 无 穷 多 个 解 , 因此 
多 项 式 Po(0,z,1) 或 (0,1,z) 有 无 穷 多 个 根 . 这 说 明 记 (0, zx,y) 三 0， 
与 B 的 定义 相 了 矛盾 . 

(3) 记 4 = {z,f 的 极点 } U{fdz, df 的 零点 }, 4 为 有 限 集合 . 任 给 
P,49 € M 一 4A,p 关 gq, 必 有 z(p) 关 z(q) 或 f(p) 郑 f(q). 用 反 证 法 . 如 
果 不 然 , 设 z(p) = z(g), f(p) = f(g). 由 4 的 定义 知 , > 和 了 在 pz 和 
q 上 的 重 数 都 为 1 任 取 h € mM(M) = C(z, 了), 存在 多 项 式 a(zx,y)， 
B(x,y) Ee Clzx,y, 使 得 h = a(z, 了)/B(z, 了 ). 此 时 有 


_ Q(z(p), fp)) _ olz(9),f(9)) 
hp) = atp), Fp)) ™ Bla(q), F(a) = 
这 与 任何 两 点 均 可 由 亚 纯 函 数 区 分 的 结论 (推论 3.4.3) 相 了 矛盾! 

(4) 设 4 如 上 定义 , 记 B = z(4) CS, 显然 B 也 是 有 限 集 ， 如 果 
区 仁和 外 一 B, zl(c) Se {p1, p2, Re ;0 则 {f (pi1), f(p2), jC) 是 
Pl(c,y) =0 的 nn 个 不 同 的 根 . 事实 上 , 因为 zx(pi) = ec, 故 


Plc, ja) = P(z(pi), f(pi)) = Plz, f)(pi) = 0, 


即 每 个 f(p;) 都 是 P(c,y) = 0 的 根 . 而 每 个 p; se M - 4, 且 z(p1) = 
z(p2) = 二.… 二 z(pn) 二 c, 由 (3) 就 知道 f(pi) zf(p;),V iz 六 
有 了 这 些 性 质 , 我 们 就 可 以 证 明 下 面 的 定理 了 . 
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定理 3.4.16 设 JM 为 紧 致 黎 曼 曲面 , 则 存在 平面 曲线 M* 和 全 
纯 映射 p : M 一 CP?, 使 得 p(1M) = M*, 且 存 在 有 限 点 集 4, 使 得 9p 
限制 在 MM 一 A 上 是 全 纯 认 入 . 

证 明 ”我 们 沿用 上 面 的 所 有 记号 , 定义 全 纯 映 射 p : M 一 CP2， 
p= 二 (1:z:f). 当 pe€ M 一 4 时 , dz(p) 关 0, 因此 pp 为 v 的 一 
个 非 奇 异 点 ， 而 由 上 面 的 结论 (3) 即 知 , yp 限制 在 M - 4 上 为 全 纯 
嵌入 . 我 们 还 需 证 明 yp(M) = M*. 一 方面 , 由 M* 和 My 的 定义 知 
yp(M 一 4) Cc Ms cC M*, 因此 


vp(M)=p(M-A)cCcyvM-A)CM™M.. 


另 一 方面 , 令 马 = {[1,x,y||ze€ B,P(zx,y) = 0}, 则 马 是 CP? 中 的 有 
限 子 集 . 设 [1, zo,yo] s Mi 一 忆 , 则 zo e CB. 由 上 面 的 结论 (4) 可 
知 , 如 果 z7 7(zo) = {pi1,p2,… ,pn}, 则 {f(p1),f(p2),… ,f(pn)} 是 多 
项 式 P(xo,y) 的 所 有 根 . 由 [1, zo,yo] se M6 知 P(zo,yo) = 0, 故 wo 必 
定 等 于 某 个 f(p;), 即 


[1, zo, yo] = [1, z(pi), f (pi)] = p(pi). 
由 B 的 定义 可 知 p; e M 一 4, 从 而 Mi 一 BC yp(M 一 4). 这 说 明 
M*=M=M -Ecwv(M-A)=v¢(M). 


因此 yp(M) = M*. 口 

我 们 以 黎 曼 环 面 为 例 来 说 明 这 个 定理 . 对 于 黎 曼 环 面 C/A, 上面 
的 z 取 为 第 四 小 节 中 的 椭圆 函数 p,，f 取 为 p.，p’ 关于 C(p) 的 极 
小 多 项 式 为 P(y) = 一 (4p3 一 gzp 一 93), 齐 次 化 以 后 得 到 多 项 式 
Po(w,z,Yy) = wy 一 473 十 gow?7 十 ga3w3. 按照 刚才 的 定理 , 全 纯 映 射 
2= (1 :pp :p') 的 像 为 平面 曲线 {[w,z,y] € CP?|Po(w,z,y) = 0}. 另 
外 , 注意 到 1(3[0]) = span{1,p,p 个 , 因此 y 又 是 第 五 小 节 中 定理 3.4.15 
的 全 纯 映射 . 故 yp 是 从 C/A 到 CP? 的 全 纯 嵌 入 , 其 像 为 平面 曲线 . 

下 面 我 们 来 改进 定理 3.4.15. 

引 理 3.4.17 设 {pi,p2,… ,pn} 是 紧 致 黎 曼 曲面 M 上 nn 个 互 
不 相同 的 点 , 则 存在 亚 纯 函 数 hh, 使 得 
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(人 当 i#7 时 , h(pi) # h(p;); 

(这 丈 在 每 个 Pi 附近 全 纯 ; 

(iii) dh(pi) #0,i= 1,2,... ,Nn. 

证 明 任 取 ve M 一 {pi1,p2,… ,pn}, 对 于 固定 的 i, 令 


Di = (2g+ 2n)g— 2(pi++p2 + pn) + 3pi, 
Da =(29g9 十 22)g 一 2(pl 十 pz 十 … 十 pn) 十 2pi， 


则 1(D2) Cc !(Di), 且 dimi(Di) = 1+diml(D2) = 9+4 取 fie 
1(D1) 一 1(D2), 则 fi 以 pi 为 单 极 点 , 以 p; (i 闫 i) 为 零点 , 且 零 点 
重 数 至 少 为 2. 令 hi = 户 (1+ 方 -二 则 hi(p;) = 6i;, dhi(pi) # 0, 
dhi(p;) = 0 (7 关 让 . 任 取 n 个 不 同 的 非 零 复数 cs C*, 则 hh= 》 cihs 


并 


即 为 所 求 的 亚 纯 函 数 , 它 满足 引 理 中 的 三 个 条 件 . 口 
定理 3.4.18 设 1M 为 紧 致 黎 曼 曲面 , 则 存在 全 纯 嵌 入 劝 : M 一 
CP5. 
证 明 ”根据 定理 3.4.16, 存在 全 纯 映 射 p: M 一 CP? 及 M 上 的 
有 限 集合 4, 使 得 p 限制 在 M 一 A 上 为 全 纯 能 入 . 令 ho = p-1(p(A))， 
则 ho 仍 为 有 限 子 集 , 记 为 4o = {pi,p2,… ,pn}. 根据 引 理 3.4.17, 存 
在 M 上 的 亚 纯 函 数 h, 满足 其 三 个 条 件 . 定义 全 纯 映 射 


€:M—CP? xCP1， 
pm (Pp(p), h(p)). 


可 以 证 明 & 为 单 射 。 事 实 上 , 如 果 p,g es M-4op 关 9 则 
p(p) # p(qg) > 上) # €(q); 如 果 p € ho, gq € Mho, 则 yp(Aho0)N 
p(M— Ao0)= 2 => yp) #9(9) = (Pp) # £9); 如果 pz# qe 4o, 则 
由 的 定义 知 &(p) = (wp(p), [1,h(p)]) # (9(9), [1, nh(q)]) = &(9). 

下 面 证 明 上 是 处 处 非 退 化 的 . 只 要 证 明 每 个 点 pe M 都 是 或 
(1 : h) 的 非 奇 异 点 即 可 . 如 果 pe M -ho, 则 p 是 vp 的 非 奇 异 点 ; 如 
果 pe ho, 则 wp 是 (1 :4) 的 非 奇 异 点 . 

综 上 , 为 全 纯 嵌 入 . 由 第 五 小 节 中 的 例子 知 , CP? x CP1 可 以 全 
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纯 戏 入 到 CP5 中 . 通过 复合 我 们 就 得 到 从 M 到 CP5 的 全 纯 撕 入 沙 . 
口 
注 ”通过 向 低 维 的 投影 空间 做 进一步 的 投影 , 可 以 证 明 , 任何 紧 

致 黎 曼 曲 面 均 可 全 纯 嵌 入 到 CP3 中 . 


七 、Riemann-Hurwitz 定理 


设 f : M 一 NN 为 紧 致 黎 曼 曲面 之 间 的 非常 值 全 纯 映 射 . 我 们 知 
道 , f 为 分 歧 覆 盖 . 在 任何 一 点 pe M 附近 , 选取 适当 的 局 部 坐标 后 , f 
的 局 部 表示 可 写 为 
f(z) = 27?, 
其 中 v, 为 f 在 p 处 的 重 数 . 如 果 vw, > 1, 则 pp 为 f 的 一 个 分 歧 点 . 记 


by,(f) 三 Zp 一 |， 


称 为 f 在 p 处 的 分 歧 数 . 因为 f 的 分 歧 点 只 有 有 限 多 个 , 因此 f 的 所 
有 分 歧 数 之 和 是 有 限 的 非 负 整数 , 记 为 Bj, 称 为 的 总 分 歧 数 .下 面 
我 们 来 计算 这 个 总 分 卜 数 . 

定理 3.4.19 (Riemann-Hurwitz 定理 ) 设 f:M 一 NN 为 紧 致 
黎 曼 曲 面 之 间 的 非常 值 全 纯 映射 , 则 


Br = 2(gm —1)— 2n(gn — 1), 


其 中 gm 和 gy 分 别 为 M,N 的 亏 格 , n 为 f 的 重 数 ( 即 任意 一 点 原 像 
的 个 数 ). 

证 明 ”我 们 先 看 一 个 简单 的 情形 : N = S, f 为 M 上 的 非常 值 亚 
纯 函 数 . 不 妨 设 co € S 不 是 f 的 分 歧 值 ( 即 f-1(o0o) 不 含 分 歧 点 ). 考 
虑 S 上 的 亚 纯 微 分 w = dz, 其 中 > 为 复 平面 C 上 的 标准 复 坐标 , 则 
fr*w = df 为 M 上 的 亚 纯 微分 . 我 们 来 计算 由 f*w 所 诱导 的 典范 因子 . 

当 pe f-1(o0) 时 ,p 也 是 f*w 的 极点 , 其 重 数 为 2. 如 果 f(p) e C， 
且 p 不 是 分 歧 点 , 则 f*w 在 p 处 全 纯 , 且 p 不 是 其 零点 ; 如 果 p 为 分 
歧 点 , 则 p 为 f*w 的 零点 , 重 数 为 b,(f). 因此 


(fw)= > bf):p— >, 2 


pEf -1(00) 
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因为 典范 因子 的 次 数 为 2gw 一 2, 所 以 由 上 式 得 


2gm —2= 》 加 (1 一 2n= By — 2n, 
了 


其 中 nn 为 f 的 极点 个 数 ( 重 数 ). 

一 般 地 , 如 果 N 的 亏 格 gy > 1, 则 取 N 的 一 个 非 零 全 纯 微 分 w， 
于 是 f*w 为 M 上 的 全 纯 微分 . 我 们 来 讨论 它 的 零点 . 记 4 为 w 的 零 
点 集 , B 为 f 的 分 歧 点 集 . 当 p e Bf-1(4) 时 , p 为 f*w 的 零点 ， 
重 数 为 bp(f); 当 pe 广 !(4) -BB 时 ,p 为 f*w 的 ny(p) 重 零点 , 其 中 
mr) 为 w 在 f(p)&€ A 处 的 零点 重 数 ; 当 peBn 广 !(4) 时 ,p 为 f*w 
的 bp(f) 十 [bp(f) 十 1nycz) 重 零 点 . 其 他 的 点 pe M 均 不 是 f*w 的 零 
点 . 因此 , 有 


2gm —2=d(frw)= 9 b+ >》 ny 


2E 有 一 三 (A) p€Ef -1(A)-B 


十 (bp(f) + [bp(f) + ncp)) 


pEBNf -1(A) 


= bf)+ >》， [lbp(f) + 1nype) 


peB pEf -1(A) 
=Br+>》a >》 lby(f)+1l 
gq€EA peéf-!(g) 
=Bit+n:》_ng= Bs+n.d(w) 
qEA 


= B+n(2gn 一 2). 


这 就 得 到 了 总 分 歧 数 Bi 的 表达 式 . 注意 我 们 用 到 了 这 样 的 事实 : 非 
常 值 全 纯 映射 任何 一 点 原 像 的 个 数 ( 含 重 数 ) 是 常数 n. 口 

从 Riemann-Hurwitz 定理 我 们 知道 , 总 分 歧 数 是 个 偶数 .我们 还 
可 立即 得 到 下 面 的 简单 推论 : 

推论 3.4.20 设 f:M 一 NN 为 紧 致 黎 曼 曲面 之 间 的 非常 值 全 纯 
映射 , 则 M 的 亏 格 不 小 于 N 的 亏 格 . 

证 明 如果 的 亏 格 为 零 , 则 推论 无 需 证 明 . 如 果 gw > 1, 则 由 
Riemann-Hurwitz 定理 即 知 
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(gm —1)= Bi/2+n(gN —1)>n(gN—1)2>(9N—1), 


因此 gM 之 gN: 口 
推论 3.4.21 设 f:M 一 S 为 紧 致 黎 曼 曲面 上 的 非常 值 亚 纯 函 
数 . 如 果 了 无 分 歧 点 , 则 了 必 为 全 纯 同 构 . 
证 明 ” 当 上 无 分 歧 点 时 , Bp = 0. 由 Riemann-Hurwitz 定理 知 


9M 三 工 一 1 
其 中 为 f 的 重 数 . 由 于 亏 格 gw > 0, 上 式 表明 n = 1. 这 时 gm = 0 
且 f 为 单 射 , 从 而 必 为 全 纯 同 构 . 口 


利用 Riemann-Hurwitz 定理 ， 我 们 还 可 以 计算 代数 曲线 ( 黎 曼 曲 
面 ) 的 亏 格 . 我 们 以 一 个 简单 的 例子 来 说 明 这 一 点 . 

设 n > 2, 考虑 3 元 齐 次 多 项 式 P(z0,z1,z2) = 好 十 弛 十 双 . 易 见 
P=0 定义 了 CP? 中 的 一 条 光滑 平面 曲线 , 因此 可 以 看 成 紧 致 黎 曼 曲 
面 . 我 们 计算 其 亏 格 如 下 : 令 


f:M= {lz0,21,22] € CP?|P(z) =0} — CP! 
定义 为 f([z0,z1, 22])=[z0,z1]. 这 是 恰当 地 定义 的 一 个 亚 纯 函 数 . 显然 ， 
三 !([0， 1]) 一 {[0, 1, 22] | 22 —1}, 


因此 f 的 重 数 为 n. 一 般 地 , 如 果 如 十 z? 关 0, 则 f-1([z0,z1]) 由 nn 个 
互 不 相同 的 点 组 成 ; | 20 十 水 三 0 时 ， (wo; 流 ]) 二 [zo, z1, 0]. 这 说 
明 f 有 nn 个 分 歧 点 , 每 个 分 歧 点 都 是 n 重 的 , 从 而 广 的 总 分 歧 数 为 


Br = n(n— 1). 
由 Riemann-Hurwitz 定理 知 , M 的 亏 格 gw 为 
Br 1 有 1 
le i 3 1)(n — 2). 


一 般 地 , 可 以 证 明 , 如 果 次 数 为 d 的 齐 次 多 项 式 定义 了 一 条 光滑 
平面 曲线 , 则 其 亏 格 为 3(d— Dd- 2). 
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八 、 典 范 映射 及 应 用 


我 们 下 面 考虑 亏 格 g > 2 的 紧 致 黎 曼 曲面 . 

定义 3.4.7 设 M 为 亏 格 大 于 1 的 紧 致 黎 曼 曲面 . 如 果 M 上 存 
在 重 数 为 2 的 亚 纯 函数 , 则 称 M 为 超 椭圆 型 的 ; 否则 , 称 M 为 非 超 椭 
圆 型 的 . 

对 于 亏 格 g > 2 的 紧 致 黎 曼 曲面 来 说 , 下面 构造 的 典范 映射 是 
一 个 重要 的 工具 : 取 M 的 全 纯 微 分 空间 XK 的 一 组 基 {wlwa，……， 
wy} 定义 映射 p : M 一 CP9-1 为 


p(p) = [wi1(p), w2(p), ee , wg(p)] = [fi1(p), f2(p), 2 , fg(p)] 


其 中 wi 在 p 附近 的 局 部 坐标 下 的 局 部 表示 形 如 wi = fi(z)dz. 根据 第 
一 小 节 知 pg 是 全 纯 映射 , 称 为 典范 映射 . 容易 看 出 , 典范 映射 不 是 常 值 
映射 (见习 题 ). 

命题 3.4.22 ”如 果 典 范 映 射 p 不 是 单 射 , 则 M 为 超 椭 圆 型 的 黎 
曼 曲 面 . 

证 明 设 p,ge M,p 关 gq, 且 yp(p) = yp(q), 则 存在 入 eC*, 使 得 


fil(p) 一 入 9i(dq)， 和 二 ) 9 


其 中 ww 在 p 和 gq 附近 的 局 部 表示 分 别 为 fidz 和 gidw. 任 取 w e 1， 
则 ， 
tl Dw ci EC, 
$= 


从 而 


g 9 
w(p) = 0 > > cfil(p) 三 0 < >_cigi(g) = 0 < w(g) = 0. 
这 说 明 
i(p+q)= {wv E MI|(w)—p—g2>0}= ip). 
根据 第 一 小 节 中 的 证 明 , i(p) 的 维 数 为 g 一 1, 从 而 由 Riemann-Roch 公 
式 有 
diml(p+9q) = dimi(p+ 9g)+d(p+9g)+1—g=2. 
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这 说 明 1(p 十 q) 中 存在 非常 值 亚 纯 函 数 f. f 的 重 数 不 能 为 1 (否则 M 
与 黎 曼 球面 同 构 , 其 亏 格 为 0), 因此 其 重 数 只 能 为 2. 口 

推论 3.4.23 元 格 为 2 的 紧 致 黎 曼 曲面 均 为 超 椭 圆 型 的 . 

证 明 ” 设 紧 致 黎 曼 曲 面 M 的 亏 格 为 2, 则 典范 映射 p : M 一 CP: 
为 M 上 的 亚 纯 函数 . 如 果 yp 重 数 为 1, 则 yp 必 为 全 纯 同 构 . 当 ” 重 
数 大 于 1 时 , yp 不 是 单 射 , 根据 上 面 的 命题 , M 是 超 椭圆 型 的 . 口 

命题 3.4.24 ”如 果 M 为 非 超 椭 圆 型 的 紧 致 黎 曼 曲面 , 则 其 典范 
映射 p 为 全 纯 座 入 . 

证 明 设 M 是 亏 格 为 g 的 非 超 椭圆 型 黎 曼 曲面 . 下 面 只 要 说 明 
典范 映射 p 处 处 非 退 化 即 可 . 任 取 pe M, 我 们 已 经 知道 dimi(0) = 9， 
dimi(p) = g 一 1. 下 面 说 明 dimi(2p) = 9g 一 2. 事实 上 , 一 方面 , 由 定义 
易 见 

dimi(2p) < dimi(p) < dimi(2p)+1. 


另 一 方面 , 由 Riemann-Roch 公式 可 得 
dim{(2p) = dimi(2p)+3— 59g. 


如 果 dimi(2p) = g 一 1, 则 dim1(2p) = 2, 从 而 1(2p) 中 存在 非常 值 亚 纯 
函数 . 这 和 M 是 非 超 椭 圆 型 的 相 矛 盾 . 因此 只 能 dimi(2p) = g 一 2. 
以 上 我 们 说 明了 在 M 上 存在 以 p 为 单 零点 的 全 纯 微分 . 因此 , 在 
定义 典范 映射 时 , 我 们 可 以 选取 7 的 基 , 使 得 wi(p) 承 0,w2 以 p 为 
单 零 点 ， 由 第 五 小 节 中 引 理 3.4.13 的 证 明 即 知 bp 为 典范 映射 的 非 奇 
异 点 . 口 
推论 3.4.25 亏 格 为 3 的 非 超 椭圆 型 歼 曙 曲面 均 可 全 纯 府 入 
CP2 中 . 
最 后 , 我 们 来 考虑 超 椭圆 型 的 黎 曼 曲 面 在 CP? 中 的 漫 入 问题 . 设 
M 是 亏 格 为 9 的 超 椭圆 型 黎 曼 曲面 . 类 似 亏 格 为 1 的 情形 , 我 们 将 构 
造 从 M 到 CP? 的 全 纯 映射 , 使 得 它 的 像 是 次 数 为 29+ 2 的 平面 曲线 . 
事实 上 , 由 于 M 是 超 椭圆 型 的 , 故 存在 亚 纯 函数 z : M 一 CPL1， 
使 得 x 的 重 数 为 2. 由 Riemann-Hurwitz 定理 知 , x 的 总 分 歧 数 为 


Bs = (2g — 2) — 2(0 — 2) = 2g+2. 


了 


由 于 z 的 重 数 为 2, z 的 每 个 分 歧 点 都 只 能 是 2 重 的 , 因此 z 的 分 歧 点 
由 2g 十 2 个 不 同 点 组 成 , 记 为 pl pz, .…, pag+2. 不 妨 设 gq1,g2 (qi 和 02) 
为 zx 的 极点 , xz(pi) = ai (i = 1,2,:… ,29 十 2)， 

定义 映射 了 : M 一 M 如 下 : 如 果 p = p; 为 某 个 分 歧 点 , 则 令 
j(p) = p; 如 果 p 不 是 分 歧 点 , 则 存在 唯一 的 p' 关 P, 使 得 z(p') = z(p)， 
此 时 令 j(p) = p'. 不 难 证 明 , j : M 一 M 为 全 纯 映 射 , 且 

=1, r=j07=%. 
考虑 拉 回 映射 j* 在 包 上 的 作用 . 由 于 j* oj* = 1, 因此 7* 的 特征 值 
只 能 为 1 或 -1. 如 果 六 w=w, 则 w 诱导 了 CP! 上 的 全 纯 微分 . 这 说 
明 w = 0, 因此 j* 的 特征 值 只 能 为 -1, 即 
FwW=—w, VwE€EN. 
考虑 M 上 的 因子 D = (g 十 1)(qi + q2). 由 Riemann-Roch 公式 ， 


有 
diml(D)= d(D)+1—-g=g+3. 


由 于 j(D) = D, j* 可 以 视 为 1(D) 上 的 一 个 线性 变换 , 按照 其 特征 值 1 
和 一 1, 1(D) 可 分 解 为 
1(D) = 1+(D)@1-(D), 
其 中 1+(D) 中 的 函数 都 是 关于 zx 的 有 理 函 数 , 其 极点 只 能 为 q1, gq2. 极 
点 的 阶 不 超过 g + 1. 由 此 易 见 
1+(D) 一 span{1, zz2， I 1291 
所 以 diml+(D) = 9 二 2. 这 说 明 dim1-(D) = 1, 因此 存在 非 平凡 的 亚 
纯 函 数 y e 1(D), 使 得 
77y 王 Vo7 = 一 
由 j(pi) = pi 及 上 式 知 y(pi) =0(=12…,29+2). 由 ye il(D) 知 
y 的 极点 个 数 不 超过 29 + 2, 因此 其 零点 个 数 也 不 超过 29 + 2, 从 而 可 
以 看 出 
(y) =Pli 十 pz 十 … 十 pzog+2 一 (9 十 1)(qa + gq2). 
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另外 , 直接 的 计算 表明 , 亚 纯 函 数 
9 = (7—a)(z— a2):. (7T — a2g+2) 

诱导 的 因子 满足 等 式 

(9) = 2p1 + 2p2 十 '… 十 2p2g+2 — (29 + 2)(q1 + gq2). 
这 说 明 (y2) = (9), 从 而 存在 常数 ce C*, 使 得 

y= cg(z). 
定义 全 纯 映 射 f= (1:z:y):M 一 CP?, 则 f(M) 是 多 项 式 
P(z,y) = — cg(z) € Clz,Yy) 


的 齐 次 化 所 定义 的 平面 曲线 . 

总 结 一 下 , 有 

定理 3.4.26 亏 格 为 g 的 超 椭圆 型 黎 曼 曲面 可 表示 为 次 数 为 
2g 十 2 的 平面 曲线 . 

利用 亚 纯 函数 x,y, 我 们 可 以 写 出 超 椭圆 型 黎 曼 曲面 的 全 纯 微分 
的 一 组 基 . 

命题 3.4.27 设 M 是 亏 格 为 g 的 超 椭圆 型 黎 曼 曲面 , 7,y 如 上 ， 
ar ZaQT Z9-1dz 

区 

构成 H 的 一 组 基 . 

证 明 ”显然 {wi} 关于 C 线性 无 关 . 下 面 只 要 说 明 它 们 没有 极点 
即 可 . 事实 上 , 如 前 面 所 述 , 记 


(7) = pi 二 +p2— qi— gq2, 


则 z 的 分 歧 点 {pi} 为 dz 的 单 零 点 , qi, qz 为 dz 的 双 极 点 . 因此 


29 十 2 
(dz) = 》 pi — 2(q1 + q2), 


4 过 
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从 而 有 
(wi) = (i— 1)(z) + (dz) — (y) 


29 十 2 


= 一 (一 1)(o1 十 2 一 gl 一 gz) 十 >》 mm 一 2(q 十 92) 
i=1 
29 十 2 


— > pi+(9+1l)(o + gq) 


t=1 


=(i—1)(pi+p2)+(g—i)(q+g2)>0. 


因此 , 当 1 < i < g 时 , wi; 为 全 纯 微分 . 口 
推论 3.4.28 设 M 是 亏 格 为 g 的 超 椭 圆 型 黎 曼 曲面 , f : M 一 S 
为 亚 纯 函 数 . 如 果 f 的 重 数 不 超 过 g, 则 该 重 数 为 偶数 . 
证 明 设 (f) = 2-P, 其 中 PP 为 由 fF 的 极点 组 成 的 因子 .由 
Riemann-Roch 公式 , 有 


diml(P) = dimi(P) + d(P)+ (1— 9). 
如 果 d(P) < g, 则 
dimi(P) > diml(P)—1&1, 


其 中 diml(P) > 2 是 因为 span{1, f} 包含 于 1(P)， 这 说 明 存 在 非 零 
的 全 纯 微 分 we i(P), 从 而 fw 仍 为 全 纯 微 分 ， 由 上 面 的 命题 , 存在 
Qi, Bi € C, 使 得 


因此 


即 f 是 关于 zx 的 有 理 函 数 , 从 而 f 的 重 数 是 + e 9M(S) 重 数 的 两 倍 . 口 
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九 、 Weierstrass 点 
设 M 是 亏 格 为 g 的 紧 致 黎 曼 曲面 , pe M. 我 们 知道 
C=1(0)= i(p) Cl(2p) Cl(3p) C Cl((2g— 1)p), 
dim i((2g — 1)p) = 9. 
因为 dimi(ip) 一 diml((i 一 1)p) = 0 或 1, 所 以 上 式 表 明 , 当 g > 0 时 ， 
正好 存在 g 个 数 
l=ni<n<:…<ng<2g-—1, 

使 得 dim i(nip) 一 dimi((ni; 一 1)p) = 0 (i = 1,2,… ,9). 我 们 把 这 些 mw 
称 为 p 处 的 间隙 数 . 显然 , & 不 是 间隙 数 当 且 仅 当 存 在 以 p 为 重 极 
点 的 亚 纯 函 数 . 由 Riemann-Roch 公式 , 有 

dimi((k— 1)p)— dimi(kp) = 1+ diml((k— 1)p)— dim!l(kp), 
于 是 是 间隙 数 当 且 仅 当 存在 以 pz 为 k 一 1 重 零点 的 全 纯 微 分 . 


strass 点 当 且 仅 当 i(gp) 关 {0}, 即 存在 非 零 全 纯 微 分 , 使 得 p 为 至 少 g 

假设 p 为 Weierstrass 点 , w 为 全 纯 微 分 , p 为 w 的 至 少 9 重 零 点 . 
在 p 附近 取 局 部 坐标 映射 z, 使 得 z(p) = 0. 设 {wi}9_| 为 的 一 组 
基 , 则 


9 9 
Wi = pidz, 2 = Do = (Dow )e, EC, i= 1,2,... ,9. 
%=1 


i=1 
因此 


cap 多 (p) + capy (Pp) 十 十 copp)(p) = 0， 了 = 0,1 ,9 一 1 


这 说 明 p 是 行列 式 全 纯 函 数 (Wronski 行列 式 ) 
%1 Ss py 
ph 
P= . . 


—1 —1 
we 


oa 


的 零点 . 因此 得 到 

命题 3.4.29 亏 格 大 于 零 的 紧 致 黎 曼 曲面 上 只 有 有 限 多 个 Weier- 
strass 点 . 

为 了 研究 Weierstrass 点 , 我 们 考查 上 面 的 行列 式 函 数 . 用 
detlw1,… ,Wg] 表示 9 个 全 纯 函 数 {w} 的 Wronski 行列 式 , 我 们 有 

(1) 如 果 f 为 全 纯 函 数 , 则 

det[fwi1,:.. ,fywo] = f3 detlwi,::: ,wol; 

(2) 如 果 4 为 g 阶 方 阵 , (81,… ,go) = (wi1,… ,Wo)4, 则 

det[@1,::: ,$o] = det A det[wi,::. ,wo]. 

为 了 研究 Wronski 行列 式 下 = detlwp1,… , pg]; 我 们 以 如 下 的 方式 
选取 X 的 一 组 基 : 任 取 pe M, yp 处 有 9 个 间隙 数 {ni;}. 再 取 wi EH， 
使 得 wi(p) 夭 0, 而 当 i > 1 时, 取 wie XH 为 以 p 为 ni 一 1 重 零 点 的 全 
纯 微分 . 这 些 {wi}2 显然 组 成 了 Xt 的 一 组 基 . 

引 理 3.4.30 ” 设 失 ,G2,… ,gn 为 p 附近 的 全 纯 函 数 , 且 

Vp(91) < Vp ($2) < < Vp(pn), 
则 


n 


vp(det[@1,.** ,Gn]) = 》 [vp (Gi) —i+ 1]. 


jl 
证 明 对 用 数学 归纳 法 . 当 n = 1 时 , 结论 显然 成 立 . 设 结论 
对 n= 上 成立 . 当 交 = 二 TI 时 ,有 
det[@1,:…: ,Pkt1] = (Pb1)*t! det[1, G2/91,:…- 91/ 的 ] 
= (91)°+ det[($2/91),:… , (bk+1/91)]. 


由 归纳 假设 可 得 
vp(det[@1,:.: ,Pk+1]) 
大 十 1 
= (k+l)vp(91) 十 2_[(v5(¢;) — vp(P1) —1)— (7—2)) 


天 十 1 


= vp (1) + > [vp(8;) -了 + 了 


j=2 


人 
这 说 明 等 式 对 所 有 n 都 成 立 . 口 
对 我 们 在 上 面 构造 的 XK 的 一 组 基 应 用 此 引 理 即 得 
推论 3.4.31 设 ni,mn2,… ,ng 为 p 处 的 间隙 数 , 则 


9 


wo(®) = 》 (mi -i). 


9 
我 们 记 r(p) = 》 (mi 一 i), 称 为 p 处 的 权重 . 显然 , p 为 M 上 的 


i=1 
Weierstrass 点 当 且 仅 当 的 权重 大 于 零 . 

为 了 进一步 研究 Weierstrass 点 的 个 数 ， 我 们 引入 q 次 全 纯 微 分 的 
概念 . g 次 全 纯 微 分 是 一 个 映射 , 它 在 M 的 每 一 个 坐标 邻 域 Z 中 指定 
一 个 全 纯 函 数 fu, 且 当 UNV 关 @ 时 ,有 

Ozrr 4 
fv=fu ( 洋 ) 
其 中 zu, zv 分 别 表示 U,V 中 的 坐标 函数 . 我 们 记 fu(dzu)? 为 gq 次 
全 纯 微 分 的 局 部 表示 . 显然 , 1 次 全 纯 微分 就 是 全 纯 1 形式 . 我 们 把 9 
次 全 纯 微 分 全 体 组 成 的 线性 空间 记 为 H4. 当 g = 1 时 , ?tl = 1. 完全 
类 似 地 , 我 们 可 以 定义 gq 次 亚 纯 微分 的 概念 . 如 果 w = fdz 为 全 纯 ( 亚 
纯 ) 微分 , 则 wa = fa(dz)? 为 g 次 全 纯 ( 亚 纯 ) 微分 . 
命题 3.4.32 设 {wi}9_1 为 H 的 一 组 基 , wi 的 局 部 表示 为 


wi = pidz, 罗 


则 B(dz)" = detlp1,… ,pal(dz)” 为 M 上 的 由 = 39(9 二 1) 次 全 纯 
微分 
证 阴 在 另 一 局 部 坐标 w 下 ;, 设 wi = $idw (i = 1,2,.…. 19). 


由 Wronski 行列 式 的 性 质 和 函数 的 复合 求 导 法 则 , 不 难 求 出 


0 mm 
det[91,.… , Pol] 下 ( 吕 ) det[p1,…: , 9]， 
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A 


其 中 m = 39(g+1). 根据 m 次 全 纯 微分 的 定义 即 知 8(dz)”" 是 M 上 


的 m 次 全 纯 微分 . 口 
对 于 9 次 亚 纯 微 分 和 通常 的 亚 纯 微 分 一 样 , 我们 也 可 以 定义 诱 
导 因 子 . 
命题 3.4.33 设 亚 为 M 上 的 g 次 非 零 亚 纯 微分 . 
(i) 亚 诱导 的 因子 ( 亚 ) 线性 等 价 于 gK, 其 中 KK 为 典范 因子 . 
(ii) M 上 所 有 点 的 权重 之 和 满足 等 式 


2 7T(p) =g(g— 1)(g+1). 
pEM 
( 诞 ) 设 KK 为 M 上 的 典范 因子 , 则 有 线性 空间 之 间 的 同 构 (gqK) 宕 
HY4. 特别 地 , 当 g = 二 1 时 , 有 dimH9==1 (g>1); 当 g>1 时 , 有 
9， 4 三 1， 
(29—D)(g—1), >1. 
证 明 (i) 取 全 纯 微 分 w, 使 得 KK = (w). 当 更 为 9 次 亚 纯 微 分 
时 , 六 = 更/ws 为 M 上 的 亚 纯 函数 , 因此 


(¥)= (2)+(f)= gqK +(f). 


dim HY = | 


( 由 人 知 
dB(dzjm) = ma(K) = 39(9+1)(29—2) =9(9— D(g+1). 
根据 前 面 的 结论 , 有 
Dp) = DB) = dB(d2)") = 9(9— D(g+1). 


pEM pEM 
(这 ) 取 全 纯 微 分 w, 使 得 K = (w), 则 
f ellgK) < (f)+qaK 20 < fu) EH. 
这 就 得 到 了 两 个 线性 空间 之 间 的 同 构 . 其 他 的 结论 可 以 由 Riemann- 
Roch 公式 求 出 , 留 作 习题 . 日 
从 这 个 命题 立即 得 到 下 面 的 推论 : 
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推论 3.4.34 元 格 为 g 的 紧 致 黎 曼 曲面 M 上 至 多 有 9(9 一 1)(9 十 1) 
个 Weierstrass 点 ; 当 9g 之 2 时 , M 上 总 存在 Weierstrass 点 . 

这 个 推论 给 出 了 Weierstrass 点 的 一 个 上 界 估计 . 为 了 得 到 其 下 界 
估计 , 我 们 需要 进一步 讨论 间隙 数 . 假设 


a<a<.……<ao al>1， ag=29 


是 pe M 处 的 前 9 个 非 间 隙 数 . 
命题 3.4.35 对 1<j;<g, 有 
Qj + Qg-i 过 29. 

证 明 ”如 果 aj 十 ag_; < 29, 则 对 任意 k < j, 仍 有 ak 十 ay -ji < 29. 
我 们 注意 到 , 如 果 a, 8 不 是 间隙 数 , 则 分 别 存 在 亚 纯 函数 f, g, 它们 分 
别 以 p 为 a 重 和 6 重 极点 , 从 而 fo 以 pz 为 w+6 重 极点 . 因此 a++6 
也 不 是 间隙 数 . 这 说 明 至 少 有 7 个 间隙 数 严 格 地 位 于 aj_; 和 ao 之 
间 . 于 是 至 少 有 (g 一 站 十 j 十 1 = g 十 1 个 非 间 隙 数 在 1 与 29 之 间 , 这 
是 不 可 能 的 . 口 

命题 3.4.36 ”如 果 al=2, 则 oj=27, 从 而 对 1<j7<g, 有 

Qj 十 Qg-j 一 20, 

证 明 ”如 果 Qi = 2, 则 ai,2ai,… ,gai 仍 为 非 间隙 数 . 因此 它们 
构成 了 不 超过 25 的 全 部 非 间 阶 数 . 口 

命题 3.4.37 ”如果 al > 2, 则 存在 J (1 < 7 < 9), 使 得 

Qj 十 Qg—i > 20. 

证 明 ”用 反 证 法 . 假设 oj + ay_j = 29 总 成 立 . 我 们 约定 ao = 0 

于 十 


Q1, 20a1, :…,， [29/aQilai 
是 不 超过 29 的 非 间隙 数 , 由 于 a > 2, 这 些 非 间隙 数 最 多 有 59 二 


个 , 因此 还 有 其 他 不 超过 29 的 非 间 际 数 . 取 一 个 这 样 的 最 小 数 , 记 为 
a, 则 存在 1, 使 得 


l1<l<[2g/oi|l <g, la <a < (+1)ai. 


有 


因此 不 超过 a 的 非 间 隙 数 为 
Qi1, Q2 = 201, ，Ql 三 al，al+1 三 Q. 
由 假设 , 有 


al 十 ago-(H) = A+29— Qt1=29— (a— a) 
> 29— lai = Go 一 . 
因此 非 间 隙 数 ai 十 Qg—(1+1) = Qg—r (rT 过 汉 ); 这 就 给 出 了 等 式 
Ql 二 +2g9—Q=2g—Qr = 29g— ra1, 
从 而 a = (1 十 7)ai. 这 和 a 的 选取 相 矛 盾 . 
推论 3.4.38 ”对 于 非 间 隙 数 Qi,Q2,… ,Qo_1, 有 
g—1 


> oj > g(g9—1), 


j=1 
且 等 号 成 立 当 且 仅 当 al = 2. 

证 明 留 作 习 题 . 

定理 3.4.39 设 g>2, 则 peAM 处 的 权重 满足 不 等 式 


7(p) < 39(9 —1), 


且 等 号 成 立 当 且 仅 当 p 处 的 最 小 非 间 隙 数 为 2. 
证 明 ” 设 p 处 的 间隙 数 为 


l=ni<n2<:.…<ng < 29, 
其 前 9 个 非 间 际 数 为 


2<al<Q2<:…< 0 = 29, 
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1 
= (m1 
79(9 


其 中 等 号 成 立 当 且 仅 当 aa = 2. 口 
推论 3.4.40 设 g>2, 则 AM 至 少 有 29g 二 2 个 Weierstrass 点 , 且 
MM 有 29 二 2 个 Weierstrass 点 当 且 仅 当 它 是 超 椭圆 型 的 . 
证 明 设 M 的 Weierstrass 点 个 数 为 W, 则 


39(9 — DW > D7(p) =9(9 ~ Dlg+1). 
pEM 


因此 W > 2g 十 2. 如 果 等 号 成 立 , 则 对 于 每 一 个 Weierstrass 点 p, 均 有 


T(D) = 39(g 1): 


这 时 p 的 最 小 非 间 隙 数 为 2, 从 而 存在 M 上 的 亚 纯 函 数 , 它 以 p 为 双 
极点 . 因此 , M 是 超 椭圆 型 的 . 

反之 , 设 M 是 超 椭圆 型 的 , x : M 一 $S 是 重 数 为 2 的 亚 纯 函 数 . 
在 第 八 小 节 中 我 们 已 经 证 明 zx 有 2g 十 2 个 分 歧 点 pi,p2,… ,p2g+2. 我 
们 来 说 明 这 些 分 歧 点 就 是 M 的 Weierstrass 点 ， 事实 上 , 如 果 p; 为 
2 的 极点 , 则 p; 必 为 2 重 极点 , z 无 其 他 极点 ,从 而 zi 的 第 2 个 间 
除数 大 于 2, 它 的 第 9 个 间隙 数 就 大 于 g, 即 p; 为 Weierstrass 点 . 如 
果 z(pi) sC, 则 p; 是 函数 [z 一 z(pi)]j-1 的 2 重 极 点 , 同 理 可 知 p; 为 
Weierstrass 点 . 这 些 Weierstrass 点 的 最 小 非 间 际 数 为 2, 因此 它们 的 
权重 均 满足 

T(pi) = 539(9— 1), 


从 而 
2g+2 
2 T(pi) = (29+2)39(9—1)=g(9— 1)(g+1)= by 
这 说 明 {pi} 为 所 有 的 Weierstrass 点 . 和 


从 推论 的 证 明 过 程 可 以 得 到 以 下 事实 : 设 z1 和 zs 均 为 超 椭圆 型 
黎 曼 曲面 上 的 重 数 为 2 的 亚 纯 函 数 , 则 zk 和 zs 仅 相 差 黎 曼 球 面 的 一 
个 全 纯 同 构 (分 式 线性 变换 ). 事实 上 , 取 p 为 一 个 Weierstrass 点 , 则 P 


a 


是 z1 和 zo 的 分 歧 点 . 利用 上 述 推论 中 的 做 法 , 在 经 过 适当 的 分 式 线 
性 变换 后 , 可 以 假设 p 为 zz 和 zs 的 2 重 极点 , 即 


Z1;,Z2 € I(2p). 


因为 C Cc 1(2p), dim1(2p) = 2, 因此 zk 和 zs? 只 相差 一 个 分 式 线性 
十 、 曲 面 的 全 纯 自 同 构 


设 M 为 黎 曼 曲面 , 我 们 用 Aut(M) 表示 M 的 全 纯 自 同 构 群 . 我 
们 在 前 面 的 章节 中 已 经 能 计算 出 Aut(D), Aut(C) 及 Aut(S). 现在 我 
们 对 一 般 的 紧 致 黎 曼 曲面 的 全 纯 自 同 构 群 略 作 探讨 . 

设 G 为 Aut(M) 的 有 限 子 群 ,pe M. 令 


Gp = {p EG|y(p) = 7}, 


则 G， 为 G 的 子 群 , 称 为 p 处 的 迷 向 子 群 . 我 们 来 说 明 迷 向 子 群 均 为 
循环 群 . 

引 理 3.4.41 设 M=D,C 或 S, 则 Aut(M) 的 有 限 子 群 在 pe M 
处 的 迷 向 子 群 Gy 为 循环 群 . 

证 明 当 M = DD 时 , 不妨 设 p= 0. 对 任意 pe Gz, 存在 n, 使 
得 pg"(z) = z. 这 说 明 |o'(0)| = 1. 由 Schwarz 引 理 知 , yp 是 一 个 旋转 . 
易 见 旋转 群 的 有 限 子 群 必 为 循环 群 , 从 而 Gy 为 循环 群 . 

当 M =C 时 , 不 妨 设 p = 0, 此 时 p es Gy 形 如 yp(z) = Xz. 同 理 ， 
vp 也 是 一 个 旋转 , 从 而 G 为 循环 群 . 

当 M =S 时 , 不 妨 设 p = co, 此 时 p € Gy 形 如 p(z) = az 十 由 
aEC*. 如 果 a=1, 则 yg"(z)=z+nb. 因此 b=0, 即 p=id. 当 a 冯 1 
时 , yp(z) 除了 oo 以 外 还 有 一 个 不 动 点 . 我 们 断言 , 这 些 不 动 点 都 是 同 
一 个 点 . 事实 上 , 如 果 yp,y€ Gy, 则 


pop (2) =2+0, pp WY! eGy. 


根据 刚才 的 讨论 可 得 5 = 0, 即 py = ww. 如 果 zo Ee C 是 vo 的 不 动 点 ， 
则 
p(y (20)) = Wp(z20)) = Y(z0), 
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即 %(zo) EC 也 是 ”的 不 动 点 , 因而 V(zo) = zo. 

现在 设 zeC 是 Gy 的 公共 不 动 点 , 令 W(z) = z 十 zo, 则 Ww-1Gpy 
保持 0 和 co 不 动 . 这 就 转化 成 了 M = C 的 情形 . 这 说 明 w-1Gpwy 为 
循环 群 , 从 而 Gy 也 是 循环 群 . 口 

对 于 一 般 的 黎 曼 曲面 M, 通过 将 全 纯 同 构 提 升 到 M 的 万 有 复 失 
空间 M 上 去 , 再 根据 单 值 化 定理 和 此 引 理 , 我 们 同样 得 到 有 限 迷 向 子 
群 G, 必 为 循环 群 . 

设 G 为 Aut(M) 的 有 限 子 群 . 我 们 在 M 中 定义 等 价 关 系 ~ 如 
下 : p ~ g 当 且 仅 当 存在 pe G, 使 得 g = y(p). 这 种 等 价 类 的 全 体 记 
为 M/G. 在 M/G 上 定义 商 拓 扑 , 使 得 商 投影 


:M— M/G 


为 连续 的 开 上 映射 . 易 见 M/G 仍 为 Hausdorf 空间 . 我 们 在 M/G 上 定 
义 复 结构 如 下 : 设 p es M, 如 果 迷 向 子 群 Gy 为 平凡 群 , 则 x 在 p 附 
近 是 一 一 的 , 将 M 在 p 附近 的 局 部 坐标 通过 x-! 拉 回 就 成 为 M/G 
在 r(p) 附近 的 局 部 坐标 . 如 果 Gy 非 平凡 , 则 在 p 的 适当 坐标 > 下 ， 
2EG 可 局 部 表示 为 
Pp(z) = ES 

此 时 z” 可 视 为 M/G 在 r(p) 附近 的 局 部 坐标 . 总 之 , 商 空间 M/G 仍 
为 黎 曼 曲 面 , 而 为 全 纯 映射 , 其 分 歧 点 是 那些 迷 向 子 群 的 非 平凡 点 . 

利用 上 面 的 构造 , 我 们 有 

命题 3.4.42 设 M 是 紧 致 黎 曼 曲面 , 则 M 是 超 椭圆 型 的 当 且 
仅 当 存在 Je Aut(M), 使 得 J2=1, 且 J 有 2g 十 2 个 不 动 点 . 

证 明 ”只 要 证 明 充分 性 即 可 . 设 J 为 满足 条 件 的 自 同 构 , 则 生 
成 了 Aut(M) 中 的 2 阶 子 群 (7]). 考虑 商 空间 M/(J) 及 商 投 影 : 


7:M— M/(). 


7 的 重 数 为 2, 其 分 歧 点 为 7 的 不 动 点 , 且 每 个 分 歧 数 皆 为 1, 因此 
的 总 分 上 数 为 
Pr = 三 27 十 2. 
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由 Riemann-Hurwitz 定理 容易 求 出 M/(J) 的 亏 格 为 0. 这 说 明 为 
-M 上 重 数 为 2 的 亚 纯 函 数 , 因此 M 是 超 椭圆 型 的 . 口 

满足 条 件 ?2 = 1 的 全 纯 自 同 构 J 称 为 对 合同 构 . 根据 第 九 小 节 中 
的 讨论 , 上 述 命题 中 对 合 自 同 构 的 不 动 点 正好 为 M 的 所 有 Weierstrass 
点 . 下 面 我 们 说 明 超 椭圆 型 黎 曼 曲面 上 的 这 种 对 合同 构 是 唯一 的 . 

命题 3.4.43 ” 设 M 是 超 椭 圆 型 黎 曼 曲面 , 了 为 非 平凡 全 纯 自 同 
构 . 如 果 荆 的 不 动 点 至 少 有 5 个 , 则 工 == J, 其 中 J 是 保持 Weierstrass 
点 不 动 的 全 纯 对 合同 构 . 

证 明 设 z:M 一 S 是 M 上 重 数 为 2 的 亚 纯 函数 , 则 zoT 也 
是 M 上 重 数 为 2 的 亚 纯 函 数 . 根据 第 九 小 节 中 的 讨论 , 存在 分 式 线性 
变换 4 e Aut(S), 使 得 

oT= Aowy; 

记 了 的 不 动 点 集 为 yu(T), 则 z(u(T)) 中 的 点 均 为 4 的 不 动 点 ， 如果 
X(T) 中 至 少 有 5 个 点 , 则 z(u(T)) 中 至 少 有 3 个 不 同 的 点 (因为 z 重 
数 为 2), 从 而 4 至 少 有 3 个 不 动 点 . 因此 4 = 1. 这 说 明 


= 


即 了 是 由 zx 决定 的 对 合同 构 . 口 

注 “从 证 明 可 以 看 出 , 如 果 T es Aut(W) 的 不 动 点 含有 一 个 Weier- 
strass 点 , 则 了 至 多 有 两 个 其 他 不 动 点 , 除非 了 = 1 或 7; 如果 攻 1,J 
的 不 动 点 含有 两 个 Weierstrass 点 , 则 它 至 多 还 有 一 个 其 他 不 动 点 ; 如 
果 工 关 1 的 不 动 点 含有 3 个 Weierstrass 点 , 则 全 = J. 

推论 3.4.44 设 M 是 亏 格 为 g 的 超 椭 圆 型 黎 曼 曲面 , 则 M 的 
具有 29g 十 2 个 不 动 点 的 全 纯 对 合 自 同 构 是 唯一 的 , 且 它 属于 Aut(M) 
的 中 心 . 

证 明 ”唯一 性 是 前 一 命题 的 直接 推论 . 如 果 .为 具有 29 + 2 个 
不 动 点 的 对 合 自 同 构 , 则 T-1JT 亦 然 (Te Aut(M)). 这 说 明 


Tr 口 
下 面 我 们 考虑 亏 格 g > 2 的 一 般 紧 致 黎 曼 曲面 上 的 全 纯 自 同 构 群 . 


命题 3.4.45 ” 设 M 是 亏 格 为 g 的 紧 致 黎 曼 曲面 , T € Aut(M)， 
人 TT 关 1, 则 工 至 多 有 2g 十 2 个 不 动 点 . 
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证 明 因为 了 为 自 同 构 , 特别 地 它 是 非 退 化 的 , 因此 它 的 不 动 
点 集 是 离散 的 ， 从 而 只 有 有 限 多 个 . 取 pe M, 使 得 T(p) 关 p， 在 
1((g 十 1)p) 中 取 非 常 值 亚 纯 函数 f. 考虑 函数 


h= /f= fol. 
h 的 极点 为 p 或 -1(p), 因此 重 数 不 超 过 2(g 十 1). 工 的 不 动 点 均 为 h 
的 零点 , 因此 其 个 数 不 超 过 29 + 2. 口 


我 们 注意 到 , 全 纯 自 同 构 将 Weierstrass 点 映 为 Weierstrass 点 . 假 
设 W 为 M 的 Weierstrass 点 集合 , 则 M 的 自 同 构 诱 导 了 W 的 一 个 
置换 . 因此 有 和 群 同 态 : 

入 :Aut(M) 一 Sw, 

其 中 Sw 表示 W 的 置换 群 . 

定理 3.4.46 (Schwarz 定理 ) ” 设 M 是 亏 格 为 9 之 2 的 紧 致 黎 
曼 曲面 , 则 Aut(M) 为 有 限 群 . 

证 明 ”我 们 已 经 得 到 从 Aut(M) 到 有 限 群 Sw 的 同 态 


入 :Aut( AM) 一 Sw. 


如 果 M 是非 超 椭圆 型 的 , 则 它 的 Weierstrass 点 个 数 大 于 2g + 2. 因 
此 由 前 一 命题 , 有 KerA = {1}. 此 时 和 为 单 同 态 , 从 而 Aut(M) 为 有 
限 群 . 
如 果 M 是 超 椭 圆 型 的 , 则 根据 上 面 的 讨论 可 知 ，Ker 和 = {1,.)}， 
其 中 J 是 M 对 合 自 同 构 . 此 时 Aut(M) 也 是 有 限 群 . 口 
下 面 我 们 来 给 出 Aut(M) 的 阶 的 估计 . 为 了 方便 起 见 , 记 G = 
Aut(M), 用 NN = |G| 表示 G 的 阶 数 (元 素 个 数 ). 考虑 全 纯 投 影 


7.:M— MI/G. 


我 们 知道 x 的 重 数 为 N. 设 M/G 的 亏 格 为 5. 点 pe M 为 # 的 分 歧 
点 当 且 仅 当 |G;| > 1 此 时 p 处 的 分 歧 数 为 |G,| 一 1, 因此 7 的 总 分 歧 
数 为 

Br = SD (Go| — 1). 


pEM 


与 p 等 价 的 点 个 数 为 |G/Gzl, 每 一 个 这 样 的 点 的 分 歧 数 均 为 (|G,| 一 1). 
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因此 , 设 {pi1,p2,… ,pr} 是 互 不 等 价 的 分 歧 点 , 记 v; = |Gp,| > 2 (= 
1,2,… ,kk), 则 


Kk k 
Br = 1G/Gp (Gn -1) = NY (1 -=). 


汉 
j=1 j=1 - 


由 Riemann-Hurwitz 定理 , 有 


k 
1 
2g—2=2N(5—-1)+NS (1-—). 3 
g (6—D)+ 2 二 (3.3) 
以 下 分 情况 讨论 : 
(1) 6 > 2. 此 时 , 由 (3.3) 式 即 得 
20 一 2 > 2N， 
因此 
IG| = 和 9 一 1 


(2) 5 = 1. 此 时 , (3.3) 式 成 为 
k 
-a=Wy (t=) 


这 
因为 上 式 左 端 大 于 零 , 所 以 上 > 1. 这 表明 
29 -2>N(1-3), 
因此 
IG|=N < 4(g—1). 
(3) 6 = 0. 此 时 , (3.3) 式 成 为 


-2 (2) -2 (3.4) 


j=1 - 
因为 上 式 左 端 为 正 , 故 k > 3. 如 果 > 5, 则 
29—2>N(5.3—2) -= 3N, 


从 而 |G| < 4(g 一 1). 如 果 大 = 4, 则 vw; 不 能 全 为 2 (否则 (3.4) 式 右 端 
为 零 ). 这 说 明 
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ee 
即 |G| = N < 12(g 一 1). 最 后 我 们 考虑 k = 3 的 情形 . 将 (3.4) 式 改 
写 为 
2 -2= (1- 呈 下 (3.5) 
j=1 "7 


不 妨 设 vi < v2 < v3. 
如 果 vi = 2, 则 vo > 3. 当 vs = 3 时 , v3 之 7. 此 时 


并 4 1 
De NT se 
六 Nt 2 3 3 到 
因此 |G| < 84(g -1). 
如 果 vi = 2, ww = 4, 则 vs >z 5. 此 时 
E 1 1 1 
2 WR /ce 
29 2> Nll 2 4 了 204， 


因此 |G| < 40(g 1). 
如 果 vi = 2, vo > 5, 则 vs > 5. 此 时 


i 
29 -2>N(1 -53-2.3)=HN, 


因此 |G| < 20(g -1). 
如 果 Vi = 3 则 V2, V3 中 至 少 有 一 个 比 大 此 时 
1 1 1 
29—2>N(1-2-3—7) = 五 人 
因此 |G| < 24(g -1). 
如 果 > 4, 则 vo, vs > 4. 此 时 


29 -2>N(1-3.7) = IN 


因此 |G| < 8(g -1). 

综合 上 述 这 些 估计 , 我 们 得 到 

定理 3.4.47 (Hurwitz 定理 ) ” 超 格 为 g 之 2 的 紧 致 黎 曼 曲面 的 
全 纯 自 同 构 群 的 阶 数 不 超 过 84(g 一 1). 
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我 们 注意 到 , 全 纯 投影 + : M 一 M/G 的 总 分 歧 数 
Br = >_(|Gr| -1) 


pEM 
可 以 解释 为 所 有 迷 向 子 群 G。 中 非 单位 元 的 元 素 个 数 , 而 一 个 非 单位 
元 出 现 的 次 数 正好 是 它 的 不 动 点 的 个 数 , 因此 上 式 也 可 写 为 


Br 过 村。 v(pe), 
天 1 
其 中 v(w) 表示 pe G 的 不 动 点 个 数 . 利用 这 个 观察 , 我 们 来 改进 全 纯 
自 同 构 不 动 点 个 数 的 估计 . 
命题 3.4.48 设 紧 致 黎 曼 曲面 M 的 亏 格 g > 2, T € Aut(M), 
T 关 1, 则 了 的 不 动 点 个 数 Z(T) 满足 
29 
v(T) < 2+ FI 
其 中 |T| 表示 了 的 阶 . 
证 明 记 了 生成 的 有 限 循环 群 为 (T), 其 阶 为 |T|， 考 虑 全 纯 
投影 
:Mo— M/(T). 


设 M/(T) 的 亏 格 为 5. 由 Riemann-Hurwitz 定理 , 有 


IT|=1 
2g—2=2|T|(6—1)+ >», v(T’). 


3=1 
因为 了 的 不 动 点 皆 为 77 的 不 动 点 , 故 
2g9—2>2|T|6—1)+v(T)(T|-— 1), 


从 而 易 得 v(T) 的 估计 . 口 
推论 3.4.49 如 果 M 是 亏 格 为 g 的 非 超 椭圆 型 黎 曙 曲面, 则 


v(T) < 2g—1. 
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证 明 ”如 果 |T|=2, 则 由 于 M 是 非 超 椭圆 型 的 , 所 以 MV(T) 的 
亏 格 5 > 1. 此 时 
2g—2=2|T|(5—1)+v(T) zzv(T). 


如 果 |T| > 3, 则 
v(T)< 2+g<2g—1. 


其 中 后 一 个 不 等 式 成 立 是 因为 非 超 椭圆 型 黎 曼 曲面 的 亏 格 不 小 于 3. 口 


习 题 3.4 


1. 证 明 : 紧 致 黎 曼 曲 面 M 的 亏 格 为 1 当 且 仅 当 M 上 存在 处 处 
非 零 的 全 纯 微 分 . 

2. 设 f: M 一 入 是 亏 格 分 别 为 gw, gn 的 紧 致 黎 曼 曲面 M 和 NN 
之 间 的 全 纯 映 照 . 不 用 Riemann-Hurwitz 定理 , 直接 证 明 : 如 果 f 非 
平凡 , 则 必 有 gm > gn. 

3. 证 明 : 亏 格 大 于 1 的 紧 致 黎 曼 曲面 的 万 有 复 迭 空间 必定 全 纯 同 : 
构 于 了 D. 

4. 设 紧 致 黎 曼 曲 面 M 的 亏 格 9 > 1, D 为 M 上 的 因子 . 证 明 : 
当 d(D) > 1 时 , dim1(D) < d(D). 说 明 这 个 上 界 是 最 佳 的 . 

5. 考虑 C/A 上 的 因子 2[0], 3[0], 证 明 : 


1(2[0]) = span{1,p}, 1(3[0]) = span{1,p,p 


6. 证 明 : 黎 曼 曲面 C/A 上 的 椭圆 函数 p 可 表示 为 


= 也 = 


[os _ 十 | 
wEA—{0} (zw 
7. 设 M 为 紧 致 黎 曼 曲面 , pi,p2,… ,pn 为 M 上 的 n 个 不 同 点 ， 
而 01,c2,… ,cn 为 黎 曼 球 面 S 上 的 n 个 不 同 点 . 证 明 : 存在 M 上 的 
亚 纯 函数 户 使 得 f (pi) = Ci ( 狼 二 Li 3 
8. 证 明 : 存在 全 纯 嵌 入 f : CP™ x CPn 一 CPmn+m+n， : 
9. 证 明 : 亏 格 大 于 1 的 紧 致 黎 曼 曲面 到 自身 的 非常 值 全 纯 映 射 必 
为 全 纯 同 构 . 
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10. 证 明 : 平面 曲线 {[z] ECP2 | z0z1 十 z1z2 十 2z22z0 二 0} 与 黎 曼 球 
面 全 纯 同 构 . 

11. 设 M 是 亏 格 为 g 的 紧 致 黎 曼 曲面 . 证 明 : p € M 为 Weier- 
strass 点 当 且 仅 当 存在 M 上 的 亚 纯 函数 f, 它 以 p 为 唯一 极点 , 且 重 
数 不 超 过 g. 

12. 设 M 是 紧 致 黎 曼 曲面 , f : M 一 $ 为 非 平凡 亚 纯 函 数 , T < 
Aut(M), 了 关 1. 证 明 : 如 果 v(T) 大 于 f 的 重 数 的 两 倍 , 则 f = f oT7， 
且 f 的 重 数 是 |T| 的 倍数 (提示 : 考虑 f -fo7). 

13. 设 M 是 紧 致 黎 曼 曲面 . 证 明 : 如 果 T es Aut(M) (T 关 1) 的 
不 动 点 数 超过 4 个 , 则 其 不 动 点 均 为 Weierstrass 点 . 


83.5”Abel-Jacobi 定理 


本 节 我 们 讨论 这 样 的 问题 : 紧 致 黎 曼 曲面 上 的 因子 在 什么 条 件 下 
成 为 主要 因子 ? 显然 , 必要 条 件 是 该 因子 次 数 为 零 . 在 黎 曼 球面 上 这 
也 是 充分 条 件 . 为 了 获得 亏 格 大 于 零 情形 的 充分 条 件 , 我 们 需要 一 些 预 
备 知识 . 首先 考虑 闭 曲 线 和 闭 形式 之 间 的 对 偶 关 系 . 

命题 3.5.1 设 ww 为 黎 曼 曲面 M 上 的 闭 1 形式 . 如 果 对 任意 闭 


曲线 o, 均 有 
f=0, 
则 w 为 恰当 形式 . 


证 明 固定 po e M, 定义 函数 f :M 一 C 如 下 : 


ip=/ « 


Opop 


其 中 cmp 是 连接 p 和 po 的 曲线 . 由 于 w 在 闭 曲线 上 的 积分 为 零 , 因 
此 六 的 定义 与 连接 pP 和 po 的 曲线 的 选取 无 关 . 显然 有 df = w. 口 

命题 3.5.2 设 0o 为 紧 致 黎 曼 曲面 M 上 的 闭 曲 线 , 则 存在 唯一 
的 调和 1 形式 wo, 使 得 对 于 任意 的 闭 1 形式 n, 均 有 


f"=/ Wo 八 7. 
o M 
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证 明 设 o:[0,1] 一 M 为 M 上 的 闭 曲 线 , o(0) = o(1). 选取 
[0,1] 的 分 割 
0 二 而 关爱 二 1 
使 得 对 于 了 = 1,2,… ,n, o([tj_1,tj]) 包含 于 M 的 一 个 坐标 圆 盘 Di 
中 . 其 中 , 在 Di 上 有 坐标 映射 zj;, 使 得 z;(Di) = DD. 我 们 还 可 以 选取 
0 < < 1 使 得 
ol([ltj-1,ti]) C Di = {p€ D’ ||z;(p)| < 7}. 


考虑 D; 中 的 亚 纯 函 数 y; = [z 一 z(o(t;))][z 一 z(o(t;-1))]-!. 它 具 有 单 
零点 o(t;) 与 单 极 点 o(t;_1). 我 们 可 以 将 它 光 滑 地 延 拓 到 整个 M 上 . 
为 此 , 取 1>r >7, 设 Vw; 是 M 上 的 光滑 截断 函数 , 满足 条 件 
bi(p)=1, vpeDi; $i(p)=0, vpeM-D,. 
另外 , 取 定 函数 Iny; 在 Di - Di 上 的 一 个 单 值 化 分 支 ， 定义 函数 
fi:M— {ot-1)} = C 如下: 
pi aaa DAE 本 Dy, 

Wj, pe D7. 
fi 在 M- Di 上 恒 为 1, 因此 是 一 个 光滑 函数 . 令 f= 及:… 所 , 则 ff 
是 整个 M 上 都 可 以 定义 的 且 处 处 非 零 的 光滑 函数 . 令 

， 1 

mh 

则 w 为 M 上 的 光滑 1 形式 . 设 为 M 上 的 闭 1 形式 , 我们 证 明 


/95= w A 人. 
oa M 


事实 上 , 选取 以 o(t;) 为 中 心 的 坐标 圆 盘 Bi, 并 用 Bi 表示 中 心 为 o(t;)， 
半径 为 s 的 小 圆 盘 . 在 每 个 Di 内 存在 函数 g;, 使 得 7 = dg;. 我 们 计 
算 如 下 : 


上 An 到 w A 人 
M < 一 0 .MU Bi 
| 
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= lim 2 2 
< 一 0 ,天 M-— UB a 
了 1 df; 

=: li A 人 nn 
Li Di-Bzi-I-Bi fi 


本 mn) 1 adfy 
2 27V 一 Di— Bi- 1_ Bi Jy 


和 人 dg; 


也 


= lim 


1 -ao 旦 
P07 27V 一 1 Jpi-Bi!—Bi "fi 


Ee th js 
2 [gi(o(t;)) — 9g;(o(t;_1))] 


nn 


-| w= 
j ol[le; 1t;] o 


j=1 


上 面 的 计算 过 程 用 到 了 Stokes 积分 公式 . 现在 , 根据 Hodge 定理 , 存 
在 调和 1 形式 w,, 使 得 


Ww = Ws 十 dg， 


其 中 9 为 M 上 的 光滑 函数 .根据 Stokes 积分 公式 及 前 一 命题 可 知 ， 
wo 为 所 求 的 唯一 调和 1 形式 . 口 
我 们 把 命题 3.5.2 中 得 到 的 调和 1 形式 we 称 为 闭 曲线 o 的 对 偶 
形式 . 
命题 3.5.3 设 为 闭 曲 线 , f 为 o 附近 有 定义 的 处 处 非 零 的 光 


滑 复 函数 , 则 积分 
1 df 


gyi je: 


为 整数 . 

证 明 ”我 们 可 以 用 前 一 命题 的 证 明 方法 证 明 , 也 可 以 用 下 面 的 方 
法 : 考虑 M 的 万 有 复 迭 空间 M 及 复 迭 映射 + : M 一 M. M 上 的 闭 曲 
线 o 可 以 提升 为 M 上 的 曲线 5: [0,1 一 M, 7(6(1)) = r(5(0)) = o(0). 
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单 连通 曲面 M 上 的 处 处 非 零 函数 x*f = fo 可 以 求 对 数 函数 , 即 
mr 太一 e9， 
其 中 9 为 M 上 的 光滑 函数 , 且 
es(5(1)) = f(0(1)) = f(0(0)) = es(6(0)). 
这 说 明 g(5(1)) 一 g(5(0)) e 2rV 一 1Z, 从 而 


1 i LF 志 1 
2xvV—1 | = 
0) ~ 95(0) ez 0 
现在 , 假设 闭 曲线 o 和 7 的 对 个 形式 分 别 为 ws 和 wr 根据 上 述 
命题 的 证 明 , 我 们 知道 积分 


jl wo hw = | or 
M o 


总 是 整数 , 称 为 这 两 条 曲线 o 和 7 的 相交 数 . 直观 上 来 看 , 相交 数 是 这 
两 条 曲线 互相 穿越 的 (几何 ) 次 数 . 根据 闭 曲面 的 光滑 分 类 , 亏 格 为 g 
的 闭 黎 曼 曲 面 M 上 总 存在 绕 过 给 定点 的 2g 条 闭 曲线 ol ca，… ,029， 
使 得 这 些 闭 曲线 交 于 一 个 公共 点 , 且 它 们 之 间 的 相交 数 满足 以 下 条 件 : 
oi 与 ooH (1 < i < 9) 的 相交 数 为 1, oo+i 与 0; 的 相交 数 为 -1, 其 他 
的 相交 数 均 为 0. 沿 着 这 些 闭 曲线 将 曲面 M 割 开 后 就 得 到 一 个 有 4g 
条 边 的 多 边 形 . 或 者 说 , M 可 以 看 成 从 一 个 4g 边 形 将 它 的 4g 条 边 两 
两 亚 合 而 来 . 我 们 用 o10g4107 10541…0g02g09 lay 来 表示 这 个 多 边 
形 , 它 也 可 以 看 成 是 M 的 万 有 复 迭 空间 中 的 一 个 区 域 已 , P 的 边界 仍 
用 这 些 o; 和 cj: 来 表示 ( 见 图 3.1). 

定理 3.5.4 设 M 是 亏 格 为 g 的 紧 致 黎 曼 曲面 , 7 为 M 上 具有 
单 极点 {pi,p2,… ,Pk} 的 亚 纯 微分 , w 为 M 上 的 全 纯 微 分 . 如 上 选取 
29 条 不 经 过 这 些 极 点 的 闭 曲 线 {0i}, 记 


y= | WwW, 声 = | 7, i= 1,2,... ,29, 
Oi oi 
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则 
9 


k 
》 (TNon = IlogriNi) 一 2rV 一 1 》 Resp， | 


i=1 = Ea 


pi 
WwW, 
0 


Dy 

其 中 po 是 单 连 通 区 域 Mo= M— {01,... ,02} 中 的 一 点 ，[ wW 表示 
po 

w 沿 着 连接 po 与 Dj 且 落 在 区 域 Mo 中 的 曲线 上 的 积分 . 


图 3.1 


证 明 ”定义 映射 T: Mo 一 C 为 


四 = 人 


则 了 工 是 恰当 地 定义 的 光滑 函数 , 且 在 Mo 上 有 d7 = w. 根据 留 数 定理 
的 证 明 , 我 们 有 


k 
/ In=2rV-1 》_ Resp, (In) 
OMo 


j=1 


k pj 
=2rV-I YResp, (n) i (3.6) 


j=1 


我 们 也 可 在 P ( 见 图 3.1) 上 计算 如 下 : 


mrt), In = | ue — I(z-1))n, 


其 中 如 果 z 表示 o; 上 的 点 , 则 用 z-! 表示 oj 上 对 应 的 点 ( 见 图 3.2). 
而 由 w 为 闭 形式 得 
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-721)=- |/ w 三 一 I++ 
Ogti 


从 而 有 
上 m+ /, 777 == mf 7 二 = 
同 理 可 得 
亲 m+/, In = IliNori. 
这 两 个 等 式 结合 起 来 就 推出 。 
9 

区 In = 2 Not — IloriN;). (3.7) 

由 (3.6) 式 和 (3.7) 式 就 得 到 了 欲 证 结果 . 口 


图 3.2 


从 上 述 定理 的 证 明 过 程 我 们 实际 上 可 以 得 到 下 面 的 等 式 : 


9 
/or= (1 / nf /小 
AT Pe oi Go Ogti Oi 


其 中 w, 7 为 任意 光滑 的 闭 1 形式 . 这 也 称 为 双 线 性 关系 . 下 面 我 们 来 
介绍 双 线 性 关系 的 简单 应 用 . 
命题 3.5.5 设 {0;} 如 上 . 如 果 w 为 全 纯 微 分 , 且 
/ w=0,， i=1,2,...,g, 
则 w 恒 为 零 . 


证 明 ”由 已 知 条 件 , 我 们 也 有 


/5=0, i1= 1,2,... ,9, 
Oi 
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从 而 由 双 线 性 关系 得 
(LU 2 一 * 一 一 一 一 
lwl fn TW=V 1/ wAw=0, 


因此 w = 0. 口 
推论 3.5.6 ”存在 1t 的 一 组 基 fo]& 1， 使 得 


网 二 本 1,7 = 1,2,... ,9. 
证 明 ” 设 wi (i=1,2,…,g) 为 XK 的 一 组 基 . 我 们 断言 9 阶 方 阵 


he 


是 非 退化 的 . 事实 上 , 设 cj € C, 使 得 
3 w=0 


Oo 


/ (Do) =0, i=1,2,...,g. 
ci \j=1 


这 说 明 Dj ow 二 0, 从 而 cj = 0 (7 = 1,2,… ,9). 现在 对 基 {w/} 做 适 


j=1 
当 的 线性 变换 就 可 得 到 所 需要 的 新 的 基 . 口 
我 们 把 满足 上 述 推论 条 件 的 基 {w;} 称 为 7 的 一 组 典 则 基 . 记 


Ra 
则 有 


命题 3.5.7 2 为 g 阶 对 称 方 阵 , 且 其 实 部 是 正定 对 称 的 . 
证 明 ”根据 双 线 性 关系 , 我 们 有 


g 
= “rw = (sn | wj 汉人 “) 
M Ggtk Ogtk 


k=1 


Wj 一 (Wi. 
+i Og+i 
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这 说 明 2 是 对 称 矩 阵 . 同 理 , 有 


ee 


本 


9 
因此 ， 当 ci ER 时, 令 wW= 》)ciws 则 


i=1 


0 < llwll? = v= | WwW 和 万 
M 


9 
= V1 和 ce 上 Wi N\ Wk 
j,k=1 M 
9 
mm(/ ja 
j,k=1 Og+j 


这 说 明 Im 2 为 正定 矩阵 . 口 
下 面 我 们 来 定义 所 谓 的 Abel-Jacobi 映射 . 
命题 3.5.8 ” 设 {0i} 如 前 , 记 wo, 为 闲 曲线 0; 的 对 偶 调和 形式 ， 


| 


则 
(i) {woi} 是 M 上 调和 1 形式 空间 五 1 的 一 组 基 ; 
(ii) 如 果 a 为 闭 曲 线 , 那么 其 对 偶 形 式 可 表示 为 
9 


Wo 二 》 (Fo woi — Ni 0 
2=1 


其 中 mi 是 da 与 cr 的 相交 数 . 
证 明 (i) 只 要 证 明 {wo,} 线性 无 关 即 可 . 设 ci seC, 使 得 


29 
> ciwu; = 0， 
S31 


则 对 7 = 1,2,…… ,2g9, 有 


由 {0i;} 的 选取 可 知 , 当 j = 1,2,:… ,9 时 , 上 式 给 出 0 = 一 cg4;; 当 j= 
g 十 1,g9 十 2,… ,29 时 , 上 式 给 出 0 = cj_gy. 总 之 cj =0(j= 1,2,:… ,2g). 
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(ii) 的 证 明 留 作 习 题 . 口 
对 任意 闭 曲线 o, 定义 线性 泛 函 dc) :Mt 一 C 为 


gloj(w) = w. 


根据 刚才 的 命题 , 所 有 闭 曲线 所 生成 的 泛 函 在 9 维 复线 性 空间 7t* 中 
生成 一 格 点 群 , 记 为 In%. 我 们 把 商 空 间 ( 群 ) 7*/Imw 称 为 黎 曼 曲 面 
M 的 Jacobi 簇 , 记 为 J(M). 它 是 一 个 9 维 紧 致 复 流 形 ( 复 环 面 ). 

固定 一 点 po € M, 设 wi (i = 1,2,…,g) 为 XH 的 一 组 典 则 基 . 对 
于 pe M, 选择 连接 po 和 pz 的 曲线 , 令 1(p)e XH* 为 


spo)= VweEeN. 


这 个 线性 泛 函 跟 连 接 po 和 z 的 曲线 有 关 . 然而 , (p) 在 商 空间 J(M) 

中 的 像 与 曲线 的 选取 无 关 . 我 们 把 这 个 像 仍 记 为 y(p)， 这 样 就 定义 了 

映射 J : M 一 J(M), 称 为 Abel-Jacobi 映射 . 如 果 DD = 》 mkpk 为 
k 


一 个 因子 , 则 规定 


AD) = 》 nen(pr) € TM). 
k 


定理 3.5.9 (Abel 定理 ) 设 M 是 亏 格 为 g 之 1 的 紧 致 黎 曼 曲 
面 , 因子 D 的 次 数 为 零 , 即 d(D) = 0, 则 因子 D 为 主要 因子 当 且 仅 当 
nu(D) =0€ JM). 

在 证 明 这 个 定理 之 前 先 给 出 两 个 引 理 . 

引 理 3.5.10 ” 设 p,g (p 关 9) 为 黎 曼 曲面 M 上 的 两 点 , 则 存在 唯 
一 的 亚 纯 微分 wpg, 使 得 

(i) wpg 以 p,q 为 单 极 点 , 它 没 有 其 他 极点 , 且 wpg 在 p 处 的 留 数 
为 1, 在 gq 处 的 留 数 为 一 1; 

(i) 对 于 前 述 闭 曲 线 {oi}, 有 


wpg =0, i=1,2,...,9. 
Oi 


证 明 ”考虑 因子 -p 一 gq. 显然 , !(-p 一 g) = 8. 因此 , 由 Riemann- 
Roch 公式 , 有 
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0= diml(-p—9q)= dimi(-p—9)+d(-p— 9g)+1— 9g. 


这 说 明 dimi(-p 一 g) = g 十 1. 因为 Ci(-p 一 g) 的 维 数 为 g, 所 以 
i( 一 p 一 g) 中 存在 非 全 纯 的 亚 纯 微分 wp, 此 亚 纯 微分 的 极点 只 能 为 p 
或 gq, 且 为 单 极点 . 由 留 数 定理 知 p,g 正好 都 是 ww 的 极点 . 通过 规 一 
化 不 妨 假设 ww 在 p 处 的 留 数 为 1, 在 g 处 的 留 数 为 -1. 剩 下 的 证 明 
留 作 习题 . 口 

引 理 3.5.11 设 wi (i 二 1,2,.……,g) 为 XH 的 典 则 基 , 则 上 述 亚 纯 
微分 wpg 满足 条 件 


了 
wo=2rvV 开 | bi 
Og+ 9 


9 十 1 


其 中 积分 所 沿 的 从 g 到 pp 的 曲线 在 Mo (P) 内 取 . 
证 明 ”对 全 纯 微 分 w 及 亚 纯 微 分 ww 用 双 线 性 关系 , 有 


i 


j=1 
因为 {wi} 为 典 则 基 , 从 而 由 ww = 5 故 由 上 式 立即 推出 我 们 所 需要 


的 结论 . 口 
Abel 定理 的 证 明 ” 当 D 是 次 数 为 0 的 因子 时 , 我 们 可 以 把 D 
写 为 


k 
D= >_(p; = WW 
j=1 
如 果 DD = (了 ) 为 主要 因子 , 令 
/ $F —2rV Io oi EL j= 1 ,27:5 20. 


Oi 


k k 
由 于 亚 纯 微分 守 和 》 ”www 有 相同 的 极点 和 留 数 , 从 而 守 一 了 wpsa 
j=1 j=1 


9 
三 S$ Gr 为 全 纯 微 分 . 我 们 有 


= 
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ci j=1 
另外 , 有 
村 二 
/ 了 / Wpjqj; 一 > 2rv-io / Wj 
Og+ J = Cg 二 
上 式 整理 后 成 为 


pj 9 
Qg+i— l [ Wi 二 》 | Ci. 
j=1 Ogt+ji 


j=1* 9 


利用 Abel-Jacobi 映射 , 上 式 可 进一步 改写 为 
9 

ALD)(wi) = ao+i 一 | wi 
j=1 


Gt 


全 > (oo | -0 jw 
| Ogt+i 


J=1 


g 
4(D)(w -2 (os 人 -o | )» vwE€EN. 


由 Pe ,29) 即 知 WU(D) = 0 € J(M). 


因此 
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反之 , 如 果 j(D) = 0€ J(M), 则 存在 整数 f; (i = 1,2,… ,29), 使 


得 


J(D)(w) = (31) vwen. 


天 9 
令 7 一 pe 一 27TV 一 1 DBgriw 则 


3=1 y= 


9 
/ n= -2rV-1) po / Wj 二 一 27V 一 1 
oi j=1 Oi 


同 理 , 有 
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| 


9 


Bp 9 
n=2rV71) 人/ “2ry1) 0 / wj 
+ j j=1 多 


J=1 qi = gti 


29 9 
-2rvc( 2 0 [ ju-arvT2 oo/ Wi 
it 0 j=1 gt 


这 说 明 , 对 任意 不 经 过 D 的 闭 曲 线 o, 均 有 
[1 E 27rV 一 1Z. 
因此 , 如 下 函数 f : M 一 S$ 是 恰当 地 定义 的 亚 纯 函数 : 


1 = (f'7), peEM. 


显然 有 (f) = 也 . 口 

我 们 知道 , 次 数 同 态 a: D 一 Z 是 从 因子 群 到 整数 加 群 的 同 态 , 主 
要 因子 群 P 为 Kerd 的 子 群 . 我 们 称 商 群 Kerd/P 为 M 的 Picard 
群 , 记 为 Pico(M). Abel-Jacobi 映射 自然 诱导 了 加 群 同 态 : 


J :Pico(M) — J(M), i([D])= 4p(D). 


Abel 定理 告诉 我 们 , 这 是 一 个 单 同 态 . 下 面 我 们 来 说 明 ; 实际 上 也 是 
一 个 满 同 态 . 

引 理 3.5.12 设 M 是 亏 格 为 g 的 紧 致 黎 曼 曲面 , (UL z) 为 M 的 
一 个 局 部 坐标 系 , 则 存在 U 中 9 个 不 同 的 点 pi,p2,… ,pg 及 HH 的 一 
组 基 yp1, 2,.… ,pg, 使 得 矩阵 


(fi(p;)) x, 
是 非 退 化 的 , 其 中 fidz 是 pi 的 局 部 表示 . 
证 明 ” 先 取 M 上 的 非 零 全 纯 微 分 pl. pl 在 UV 中 不 能 恒 为 零 , 因 
此 存在 一 点 , 记 为 pl e U, 使 得 wi 在 pi 处 非 零 . 由 于 dimi(p1) = g—1, 
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我 们 可 以 在 i(p1) CH 中 取 全 纯 微 分 pz, 使 得 w 在 某 点 pz Ee U 处 非 
零 . 这 说 明 dimi(pi + pz) = g 一 2, 因此 又 可 以 在 i(pi + p2) 中 取 全 纯 
微分 ps, 使 得 ws 在 某 点 pa e U 处 非 零 . 如 法 炮制 , 我 们 就 得 到 9 个 
点 pi,p2,… ,pg EU 及 g 个 非 零 全 纯 微 分 pl, pz,…… ,po, 使 得 


pi(p;) = 0, 了 二 本 宇 攻 pi(pi) 0. 


如 果 在 U 内 pi = fidz (i= | ,9)， 则 9 阶 方 阵 
(fi(p;)) xo 


为 下 三 角形 的 , 且 对 角 线 元 素 不 为 零 , 因而 为 非 退 化 的 矩阵 . 显然 , {pi} 
为 It 的 一 组 基 . 口 

现在 设 pi1,p2,… ,pg 是 这 个 引 理 中 的 9 个 点 , 我 们 定义 一 个 新 的 
映射 如 下 : 设 M9 = M x… x M (乘积 流 形 ), 定义 


9 
亚 : M3? 一 Pico(M)， 亚 (zl…… ,ZXg)= DS 一 Di) mod P. 


人 
记 复 合 映射 1 o 更 为 J. 显然 Jacobi 簇 J(M) 是 复合 映射 J 的 像 , 我 
们 有 
定理 3.5.13 (Jacobi 定理 ) ”映射 亚 : M9 一 Pico(M) 为 满 射 ， 
7 :Pico(M) 一 J(M) 为 加 群 同 构 , 因而 J : M3 一 J(M) 也 是 满 射 . 
证 明 ” 设 D 是 次 数 为 零 的 因子 . 考虑 次 数 为 g 的 因子 


D’= D+pit+p2+.+py. 
由 Riemann-Roch 公式 , 有 
diml(D’) > d(D')+(1—9g)=1, 


因此 存在 非 零 亚 纯 函 数 f e 1(D'). 此 时 , (f) + 也 ' 是 次 数 为 g 的 有 效 
因子 , 因而 可 以 写 为 


(JP 十 万 =z+z 十 :十 Zoo， Ti€E M,1i=1,2,...,9. 


这 说 明 亚 (zi …… ,zo) = [D] e Pico(M), 即 亚 为 满 射 . 
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根据 Abel 定理 , 7 为 单 射 . 由 于 7 为 加 群 同 态 , 为 了 说 明 7 为 同 
构 , 只 要 证 明 ; 的 像 包 含 [0] e 7(M) 的 一 个 开 邻 域 即 可 . 我 们 只 需 证 
明 , J = Jo 亚 的 像 包 含 这 样 的 一 个 开 邻 域 . 为 此 , 取 [0] € J(M) 附近 
的 一 个 局 部 坐标 映射 如 下 : 它 将 入 Ee XH* 映 为 (APl)，…… ,A 和 (pg)) EC9， 
其 中 {wi} 是 引 理 3.5.12 中 Xt 的 一 组 基 . 在 7 中 取 以 p; 为 中 心 的 两 
两 不 交 的 坐标 圆 盘 B;, B; 上 的 坐标 函数 仍 取 为 z. 在 这 些 坐 标 之 下 , J 
的 局 部 表示 为 


a (Sf na te) 


j=1 py j=1 /pi 

其 中 积分 所 用 曲线 都 在 各 自 坐 标 圆 盘 中 选取 . 如 果 FF 的 第 i 个 分 量 记 
为 瓦 , 则 

Oz; = fi(27). 

因此 , 根据 引 理 3.5.12, J 在 (pi,… ,py) es M9 处 的 Jacobi 矩阵 是 非 
退化 的 . 由 逆 映 射 定 理 即 知 J 的 像 包 含 了 一 个 开 邻 域 . 这 就 证 明了 所 
需 结论 . 口 

当 紧 致 黎 曼 曲面 M 的 亏 格 为 1 时 , 我 们 可 以 得 到 一 个 明确 的 从 
AM 到 一 个 黎 曼 环 面 的 全 纯 同 构 映 射 , 即 有 

定理 3.5.14 当 紧 致 黎 曼 曲面 M 的 亏 格 g =1 时 , 映射 :AM 一 
J(M) 和 J:M 一 J(M) 均 为 全 纯 同 构 . 

证 明 ”注意 到 亏 格 为 1 时 y 和 J 是 同一 类 映射 . 以 / 为 例 , 我 们 
说 明 j 为 单 射 : 如 果 p 关 9g, 且 (lp) = 4(gq), 则 (pq)=0. 由 Abel 定 
理 知 , p 一 g = (f), f : M 一 S 为 亚 纯 函 数 . 此 时 f 仅 有 一 个 极点 , 且 为 
单 极 点 , 从 而 f 为 全 纯 同 构 . 这 与 g = 1 相 矛 盾 . 现在 :MM -J(M) 
是 从 M 到 黎 曼 环 面 的 全 纯 单 射 , 因此 必 为 全 纯 同 构 . 口 

如 同 亚 纯 函 数 域 那样 ， 紧 致 黎 曼 曲 面 M 的 Jacobi 簇 J(M) 也 完 
全 决定 了 M. 这 是 Torelli 定理 的 结论 , 它 的 证 明 超出 了 本 书 的 范围 . 


习 题 3.5 


1. 证 明 : 亏 格 为 9 的 紧 致 黎 曼 曲面 上 存在 9 个 不 同 的 点 , 使 得 在 
这 些 点 处 为 零 的 全 纯 微 分 必 恒 为 零 
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2. 设 {pi} 为 紧 致 黎 曼 曲面 M 上 n (n > 2) 个 互 不 相同 的 点 , {ai} 
为 n 个 复数 , 它们 的 和 为 零 . 证 明 : 存在 M 上 的 亚 纯 微 分 w, 使 得 它 
以 {pi;} 为 单 极点 , 且 在 p; 处 留 数 为 a;. 

3. 设 f,g 为 紧 致 黎 曼 曲面 M 上 的 亚 纯 函 数 , 且 (f) 与 (9) 无 公 
共 点 . 用 双 线 性 关系 的 证 明 办 法 证 明 : 


[I (fp = IT leo). 
pEM pEM 
这 个 结果 称 为 Weil 定理 . 
4. 对 于 任 给 复数 c; (i = 1,2,…… ,g), 证 明 : 存在 全 纯 微 分 w, 使 得 


| = 二 
Oi 


5. 证 明 : Jacobi 映射 六 : M 一 J(M) 是 全 纯 的 . 
6. 设 gi,bi (i 二 1,2,… ,n) 为 黎 曼 环 面 C/A 上 的 点 , as,b EC 是 
同一 基本 四 边 形 中 投影 到 ai,b; 的 对 应 点 . 证 明 : 因子 D = 》 (ai 一 bi) 


为 主要 因子 当 且 仅 当 》 (a 一 好 ) e A. 


= 
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在 前 一 章 中 , 利用 Hodge 定理 , 我 们 用 较为 初等 的 方法 证 明了 重 
要 的 Riemann-Roch 公式 . 我 们 在 本 章 中 将 引入 曲面 上 的 全 纯 线 从 , 层 
及 层 的 上 同调 等 概念 , 并 把 Riemann-Roch 公式 重新 解释 为 一 个 指标 
公式 . 


8$4.1 全 纯 线 从 的 定义 


在 第 二 章 82.2 中 介绍 切 向 量 场 和 微分 形式 的 时 候 我 们 其 实 已 经 
遇 到 了 从 的 概念 . 现在 我 们 稍 加 详细 地 了 予以 研究 . 首先 , 从 先前 的 例子 
出 发 , 我 们 回顾 一 下 切 从 . 
设 M 为 黎 曼 曲面 , 任 给 pe M, p 处 的 切 空间 是 一 个 实 的 2 维 向 
量 空间 , 其 复 化 7T,M @C 是 一 个 复 2 维 向 量 空间 , 并 且 有 分 解 
TDMQC=TnAMBTAAM. 


如 果 z=z+V=-1y 为 p 附近 的 局 部 复 坐 标 , 则 
| 


Oy 
0 人 0 
TyigM = span{ 区 上 TphAd = span{ 元 | 上 


令 ThM = (TonM, 在 TnM 上 定义 拓扑 如 下 : 设 U。 为 局 部 坐标 邻 


pEM 


域 , 定义 映射 


0 
TyM = span{ 过 


这 里 


Wa: (TnM = Uo x C， 
pEU 


0 
i 


ee 


a aa Rs on eee 


并 规定 ya 为 同 胚 , 而 TM 的 拓扑 就 是 由 
{ U TonM 中 的 开 集 |U。 c uM) 


pEUa 
这 些 开 集 所 生成 的 . 在 这 个 拓扑 之 下 , 投影 r :TM 一 M, (Xp)=p 
为 连续 的 开 映 射 , 且 显 然 
a Oa) = | Tn 
PEUa 

不 只 如 此 , 拓扑 空间 TM 还 具有 其 他 好 的 性 质 : 

(1) TM 为 2 维 复 流 形 ， 事 实 上 , 设 {U6} 为 M 的 坐标 覆盖 ， 
za = Ta 十 V 一 1ya 为 Us 上 的 坐标 函数 , 则 {1(U6)} 为 Ti,M 的 开 覆 
盖 , 并 且 (za,id) o Va 为 r-1(Ua) 上 的 坐标 映射 . 当 Un Us 冯 儿 时 ， 
转换 映射 形 如 


(z8,1id)o Wao yo! O (za,id)-!(a, b) = (za O xm (#2zp) 5b) 


其 中 ae za(UVa UVa), bE C. 转换 映射 为 全 纯 映射 , 因此 TM 为 复 流 
形 , wa 为 双全 纯 映 射 . 

(2) 投影 :TM 一 M 为 全 纯 的 满 射 . 这 从 上 一 条 性 质 立 即 可 以 
得 到 . 

(3) 考虑 映射 gBa : Ua NM Ug — C’*, gpa(D) = 


DOza 
数 , 并 且 满 足 关 系 


zg. 这 是 全 纯 函 
卫 


ga = gBa .ga :976 = 1. 


我 们 将 7T;,M 称 为 M 的 全 纯 切 从 , ya 称 为 全 纯 切 从 的 局 部 平凡 
化 , gsa 称 为 连接 函数 . 

一 般 地 , 我 们 可 以 如 下 定义 黎 曼 曲面 上 的 全 纯 线 从 : 

定义 4.1.1 设 M 为 黎 曼 曲面 , 工 为 2 维 复 流 形 ,T :LL 一 JM 为 
全 纯 满 射 . 如 果 存 在 M 的 开 履 盖 {Us} 及 双全 纯 映射 Wo : TI1(Ua) 一 
Ua。 xC 满足 条 件 

(i) wal D))={p}xC，VYpEUui 

(让 ) 当 Ua Ug 关 儿 时, 存在 全 纯 函 数 gpa :VanDp 一 C*, 使 得 
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Wa oa (pa)= (pgea(D):a，YpeUnrs aescC， 


则 称 工 为 M 上 的 全 纯 线 丛 , 并 称 为 从 投影 . 

如 同 全 纯 切 从 那样 , 称 ya 为 局 部 平凡 化 , gpa 为 连接 函数 . 我 们 
还 称 x-1(p) 为 点 p 上 的 纤维 . 由 定义 中 的 条 件 (i) 知 , 任何 纤维 都 和 
C 同 胚 ; 进一步 , 由 条 件 (ii) 知 , 纤维 x-!(p) 中 还 可 自然 地 定义 复线 性 
结构 , 使 之 线性 同 构 于 C. 有 时 也 用 L, 表示 纤维 -1(p). 

在 全 纯 线 从 的 定义 中 , 连接 函数 处 于 非常 重要 的 位 置 . 直观 地 看 ， 
一 个 全 纯 线 从 就 是 由 这 些 连接 函数 把 若干 乘积 空间 “ 粘 结 ”在 一 起 形 
成 的 , 在 “ 粘 结 ” 的 过 程 中 , 要 始终 保持 每 一 根 纤维 的 线性 性 . 我 们 对 
这 个 过 程 用 数学 的 语言 描述 如 下 : 首先 , 注意 到 连接 函数 满足 下 面 的 
性 质 : 


gaa=1, VUa;} gaa'gay' gy = 1, VUaNUeNUs@. (4.1) 


特别 地 , gag = (gaa)-!. 反之 , 如 果 有 这 样 一 族 全 纯 函数 {gag} 满足 条 
件 (4.1), 则 定义 商 空 间 


r=]IVxo)/~, 


其 中 等 价 关 系 ~ 定义 如 下 : 任 给 (p,a) € Us x C,(g,b) € Us x C, 规 
定 
(p,a) ~ (gq,b) > p = q, b = gpal(p)a. 

L 的 拓扑 由 商 拓 扑 给 出 . 用 [p,a] 表示 (p,a) 的 等 价 类 , 定义 投影 x : 
L 一 M 为 x([p,a]) = p, 则 不 难 验 证 工 在 投影 r 之 下 成 为 M 上 的 全 
纯 线 从 . 

例 4.1.1 平凡 线 从 . 

令 工 =MxC rr: 工 一 M 是 向 第 一 个 分 量 的 投影 . 显然 , 工 为 
AM 上 的 全 纯 线 从 , 其 局 部 平凡 化 为 恒 同 映射 , 连接 函数 恒 为 1. 这 一 全 
纯 线 从 称 为 平凡 线 从 . 

例 4.1.2 全 纯 余 切 从 TM. 

和 全 纯 切 从 完全 类 似 , 我 们 可 以 定义 全 纯 余 切 丛 . 设 M 为 黎 曼 曲 
面 , 任 给 pe M, 余 切 空间 T*M 复 化 后 有 直 和 分 解 
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TMBC=T, MeOTM. 
如 果 z =z 二 V-1ly 是 p 附近 的 局 部 复 坐 标 , 则 T%M = span{dz|p}. 
令 

T= | 
pEM 

如 同 切 从 那样 , 我 们 可 以 在 T+M 上 定义 复 结构 使 之 成 为 2 维 复 流 形 . 
定义 投影 7 :TXM 一 M 为 flwp) =p,Vwp ET%M. 如 果 U。 为 M 
的 局 部 坐标 邻 域 , 则 令 U。 上 的 平凡 化 为 

Wa: n-1(U) — Uo Xx C, VW (wp) = (p, a), 


其 中 a 是 ws 的 局 部 表示 wp = adzl， 的 系数 . 如 果 Us Ug 关 2, 则 
(| 
We o Ya (p,a) (x ( Be i a]. 


因此 , 此 时 连接 函数 hoo : Us Nn Us 一 C* 为 


0 
hgalp) = Dzp Za) VD E Zu Nn Usg. 
p 


例 4.1.3 CP!i 上 的 全 纯 线 从 . 
令 互 = {([z],w) €E CP! x C2?|3A EC, st. w = Xz}, 则 瑟 是 乘积 
流 形 CP1 x C? 的 子 集 , 它 的 拓扑 为 诱导 的 子 拓扑 . 定义 
T :五 一 CP1， 
(zj 一 [2], 
则 r 为 连续 满 射 . 考虑 CP1 的 标准 坐标 覆盖 
Uo= {[z0,z1]|zo0 #0}, Ui= {lz0,z1]|z1 #0}. 
定义 映射 
bo: (Uo) = Uo xC， 
([2],w) = ([z], wo), 
其 中 w = (wo,w1) €E C. 同 理 , 定义 映射 
wi: UxC, 
(zj 一 (加 wa) 


多 be ea 


不 难 验 证 , Wo 和 均 为 同 胚 , 并 且 有 
op! (eho) = (, 2.0), veVNU, aeC. 


由 此 即 知 ，B 是 2 维 复 流 形 , 并 且 在 投影 r :EB 一 CP! 之 下 成 为 CP! 
上 的 全 纯 线 从 . 此 全 纯 线 从 的 连接 函数 为 
g10([z]) = z1/z0, go1([z2]) = zo/z1. 

定义 4.1.2 设 工 为 黎 曼 曲面 M 上 的 全 纯 线 从 ,TT:L 上 一 JM 为 从 
投影 . 如 果 连 续 映 射 s : M 一 工 满足 条 件 nos=id, 即 s(p) € -1(p)， 
Vp EM, 则 称 s 为 全 纯 线 从 工 的 一 个 截面 特别 地 , 当 s 光滑 时 , 称 
为 光滑 截面 ; 当 s 为 全 纯 映 射 时 , 称 为 全 纯 截 面 . 

全 纯 截 面 的 全 体 记 为 Th(L). Th(L) 中 有 一 个 特殊 的 截面 , 它 把 任 
何 一 点 p 均 映 为 -1(p) 中 的 零 向 量 , 称 这 个 截面 为 零 截面 , 由 于 纤维 
具有 线性 结构 , 因此 Ti,(L) 也 有 自然 的 线性 结构 , 即 截面 之 间 有 加 法 
和 数 乘 运算 , 使 之 成 为 复 向 量 空 间 . 以 后 我 们 将 看 到 , 如 果 M 为 紧 致 
黎 曼 曲面 , 则 Fn(Z) 是 有 限 维 的 复 向 量 空间 . 

例 4.1.4 平凡 线 从 的 截面 . 

映射 s : M 一 M x C 为 截面 当 且 仅 当 s 形 如 

s(D) = (p, f(p)), 
其 中 f : M 一 C 为 M 上 的 连续 函数 ; s 为 全 纯 截 面 当 且 仅 当 f 为 全 
纯 函 数 . 因此 , 截面 实际 上 是 函数 的 推广 . 

例 4.1.5 ”全 纯 切 从 和 全 纯 余 切 丛 的 截面 ， 

按照 我 们 先前 的 定义 , 切 丛 的 截面 就 是 切 向 量 场 , 余 切 从 的 截面 为 
余 切 向 量 场 , 即 微 分 形式 . 特别 地 , 全 纯 余 切 从 的 全 纯 截面 就 是 全 纯 微 
分 . 

我 们 知道 , 平凡 线 从 上 的 截面 等 同 于 函数 . 由 于 任何 线 从 都 是 局 
部 平凡 的 , 因此 我 们 可 以 把 截面 s 表示 为 局 部 函数 . 具体 来 讲 , 如 果 
Us 属于 M 的 开 和 覆盖 , ye 为 对 应 的 局 部 平凡 化 , 则 有 

Wals(p)) = (p, sa(p)), Vp EUa, (4.2) 
其 中 sa 为 Us。 上 的 函数 . 当 Us Us 关 @ 时 ,有 


sp(D) 96a(D) “ sa(D)， VoEUGN Ug, (4.3) 


I 


其 中 gg。 为 全 纯 线 从 的 连接 函数 . 我 们 把 这 一 组 函数 {se} 称 为 截面 
s 的 局 部 表示 . 反之 , 如 果 一 组 函数 {s。} 满足 条 件 (4.3), 则 利用 (4.2) 
式 就 可 以 定义 一 个 截面 . 这 样 做 的 好 处 是 , 我 们 可 以 定义 全 纯 线 从 的 
亚 纯 截 面 . 

定义 4.1.3 ”一 组 亚 纯 函 数 sa : Un 一 $ 如 果 满 足 条 件 (4.3), 则 
称 为 全 纯 线 丛 工 上 的 一 个 亚 纯 截 面 , 记 为 s = {sa}. 上 上 的 亚 纯 截面 
的 全 体 用 叫 ( 卫 ) 表示 . 

按照 这 个 定义 , 黎 曼 曲面 上 的 亚 纯 微分 就 是 全 纯 余 切 从 的 亚 纯 截 
面 . 

定义 4.1.4 设 了 ai,Z2 分 别 为 黎 曼 曲面 M,N 上 的 全 纯 线 从 , nl， 
T2 分 别 为 从 投影 . 如 果 全 纯 映射 对 (已 站 : (Li1,M) 一 (L2,N) 满足 条 
件 T2o0 玉 = fom, 即 下 (x7 1:(p)) C nz!1(f(p)),YpeE M, 并 且 玉 限制 
在 每 个 纤维 7n-1(p) 上 均 为 线性 同 态 , 则 称 (已 六 为 全 纯 线 从 Ll 和 Lo 
之 间 的 从 同 态 . 

显然 , 从 同 态 (了 ) 中 的 映射 f 完全 由 下 决定 . 我 们 来 看 从 同 态 
的 一 个 例子 . 设 f : M 一 N 为 黎 曼 曲面 之 间 的 全 纯 映 射 ， 工 为 W 上 
的 全 纯 线 从 , r 为 从 投影 . 令 疡 工 = {(m,l) eMx 工 on) = 天 0)} 则 
产 是 乘积 空间 M x 工 的 子 拓扑 空间 . 不 仅 如 此 , 它 还 具有 丛 的 结构 . 
事实 上 , 令 zj :LL 一 M, Tj(m,l) = m, 则 jy 为 连续 满 射 . 设 De 为 
N 中 的 开 集 , ya :x1(U6) 一 Us x C 为 一 个 局 部 平凡 化 , 则 映射 


Waf : 771(f1(Ua)) 一 广 !(Ua) x ©, 
(m,l) (m,nc(Vall))) 
为 同 胚 , 其 中 rc : Us x C 一 C 是 向 第 二 个 分 量 的 投影 . 如 果 we， we 
分 别 为 Us。, Us 上 的 平凡 化 , 则 有 
Var 9 Pas (m, a) = (m, gpalf (m)) a), 


其 中 gga 为 工 的 连接 函数 . 这 说 明 f*L 具有 复 结构 , 并 且 是 M 上 的 
全 纯 线 从 , 其 连接 函数 为 Ren : f-1(Us nn Us) = C*, hpa = ggao f. 令 
请 :LL 二 工 , F(m,1) ==1, 则 (Ff) 为 全 纯 线 从 f*L 和 工 之 间 的 从 同 
态 . 我 们 将 f*L 称 为 拉 回 从 紧 致 黎 曼 曲面 上 存在 很 多 亚 纯 函 数 , 通 


0 


过 拉 回 映射 把 CP! 上 的 全 纯 线 丛 拉 回 就 得 到 了 紧 致 黎 曼 曲面 上 的 许 
多 全 纯 线 从 . 为 了 区 分 全 纯 线 从 , 我 们 还 要 引入 丛 同 构 的 概念 . 

定义 4.1.5 设 (了 为 全 纯 线 从 Di, Za 之 间 的 从 同 态 . 如 果 存 
在 从 L2 到 工 1 的 从 同 态 (G,9), 使 得 媚 G 为 互 递 的 双全 纯 映 射 , f,g 为 
互 逆 的 双全 纯 映 射 , 则 称 全 纯 线 丛 工 ; 与 L2 同 构 . 此 时 称 (Ff)，(G, g) 
为 从 同 构 . 

从 同 构 显 然 是 一 个 等 价 关 系 . 如 果 了 : M 一 NN 为 双全 纯 同 构 , 则 
拉 回 从 f*L 和 工 同 构 . 如 果 (Ff) 是 全 纯 线 从 LI 和 2 之 间 的 同 构 ， 
定义 映射 F' : Li 一 f*L2: 


F'(L) = (mi((1), FL)), V li CE Li, 


则 (2,iq) 是 全 纯 线 从 Li 和 f*Ls 之 间 的 同 构 . 由 于 这 个 原因 , 当 黎 
曼 曲面 M 上 的 两 个 全 纯 线 丛 同 构 时 , 我 们 可 以 假设 从 同 构 在 M 上 诱 
导 的 映射 为 恒 同 映射 . 以 下 如 果 不 加 说 明 , 我 们 都 做 这 样 的 假设 . 

下 面 我 们 用 连接 函数 来 描述 从 同 构 . 设 Li, L 为 黎 曼 曲面 M 上 
的 两 个 同 构 的 全 纯 线 从 , (Ff) 为 L1 和 L 之 间 的 从 同 构 . 我 们 注意 
到 , 全 纯 线 从 Li 和 Lz 的 局 部 平凡 化 对 应 的 开 覆 盖 不 必 相 同 . 但 是 , 通 
过 对 开 和 覆盖 取 公 共 的 加 细 , 我 们 可 以 假设 上 和 Ls 同时 以 {U6} 为 局 
部 平凡 化 开 有 覆盖 . 设 pe 和 wy。 分 别 为 Li, Za 在 Us。 上 的 平凡 化 , 则 下 
在 pa 和 ww 下 有 局 部 表示 Fo 二 WaoFoypsl:UsxC—UsxC: 


Fa(p,a) = (p, Jo) :a), VpE Un GETC， 
其 中 fo : Us 一 C* 为 全 纯 映 射 . 当 Us Nn Us 关 8 时 , 有 
98a = 万 hoafa, (4.4) 


其 中 geu, haa 分 别 为 L1，L2 的 连接 函数 . 反之, 如 果 存 在 满足 条 件 
(4.4) 的 一 组 函数 {f4}, 则 五 和 Lz 同 构 . 特别 地 , 有 

推论 4.1.1 黎 曼 曲面 M 上 的 全 纯 线 丛 工 同 构 于 平凡 线 丛 当 且 
仅 当 存在 局 部 平凡 化 开 履 盖 {Ua} 及 全 纯 函 数 fo : Us 一 C*, 使 得 工 
的 连接 函数 gga = f3 fa 

黎 曼 曲面 M 上 全 纯 线 从 在 同 构 下 的 等 价 类 的 全 体 记 为 Z(M). 全 
纯 线 丛 工 的 同 构 类 记 为 万 . 在 L(M) 中 可 以 引入 群 的 运算 . 事实 上 ， 


Ee 


设 全 纯 线 从 由 连接 函数 ge 决定 , 则 hga = (gaa)-! 仍然 满足 连接 
函数 的 条 件 (4.1), 因此 也 决定 了 一 个 全 纯 线 从 , 记 为 - 或 L*, 称 为 
Z 的 对 偶 从 . 对 偶 从 可 以 看 成 是 把 工 的 每 一 根 纤维 换 成 它 的 对 偶 空间 
得 到 . 例如 , 黎 曼 曲 面 的 全 纯 余 切 从 就 是 全 纯 切 从 的 对 偶 从 ， 如果 三 ， 
为 两 个 全 纯 线 从 , 在 某 个 公共 的 局 部 平凡 化 开 覆 盖 上 , 它们 分 别 有 
连接 函数 3。 和 93, 则 gga = 罗 。93。 满足 连接 函数 的 条 件 (4.1), 因 
此 决定 了 一 个 全 纯 线 从 , 记 为 + zs 或 L1@ Lz, 称 为 [1 和 Lz 的 张 
量 积 . 显然 , L1 + L2 与 [2 + Di 同 构 . 容易 验证 , 对 侦 运算 和 张 量 积 运 
算 在 LA(M) 上 也 是 定义 好 的 , 并 且 在 这 些 运算 下 , A(M) 成 为 一 个 交换 
群 , 称 为 M 上 的 线 从 类 群 .以 后 我 们 将 不 区 分 同 构 的 全 纯 线 从 . 


习 题 4.1 


1. 利用 局 部 平凡 化 在 全 纯 线 丛 的 纤维 中 定义 复线 性 结构 , 并 验证 
此 定义 不 依赖 于 局 部 平凡 化 的 选取 . 

2. 验证 我 们 用 连接 函数 构造 的 工 是 全 纯 线 从 , 并 且 该 全 纯 线 丛 的 
连接 函数 就 是 给 定 的 那 一 族 函数 . 

3. 写 出 黎 曼 球 面 S 的 全 纯 切 从 和 全 纯 余 切 从 的 局 部 平凡 化 和 连 
接 函 数 , 并 研究 它们 和 例 4.1.3 中 全 纯 线 从 的 关系 . 

4. 证 明 : 全 纯 线 丛 的 零 截面 是 全 纯 的 . 

5. 证 明 : 全 纯 线 丛 同 构 于 平凡 丛 当 且 仅 当 它 存在 处 处 非 零 的 全 纯 
截面 . 

6. 证 明 : 如 果 f 为 常 值 映 射 , 则 拉 回 从 f* 工 为 平凡 从 ; 如 果 工 为 
平凡 从 , 则 拉 回 从 了 * 工 为 平凡 丛 . 

7. 证 明 : 同 构 的 全 纯 线 从 在 拉 回 映射 下 仍 为 同 构 的 全 纯 线 从 . 


84.2 ”因子 与 线 从 


在 前 一 节 中 , 通过 亚 纯 函数 和 从 的 拉 回 , 我 们 可 以 得 到 黎 曼 曲面 上 
的 许多 全 纯 线 从 .在 本 节 中 , 我 们 要 给 出 全 纯 线 从 的 另外 一 个 很 自然 
的 构造 方法 . 
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英尺 硅 > - pi 为 黎 曼 曲面 M 上 的 一 个 因子 . 取 M 的 一 个 


局 部 坐标 覆盖 {U6}, 因子 D 属于 坐标 邻 域 Cr 的 部 分 记 为 Dr 在 
U。 内 存在 亚 纯 函数 f。, 使 得 它 在 U。 内 诱导 的 因子 (f4) = Dlv. 如 
果 Us n Us 关 2, 则 在 Us nvUs 上 fe/fa 既 无 极点 , 又 无 零点 , 因此 是 
非 零 全 纯 函数 , 记 为 fga. 显然 , {fsa} 满足 连接 函数 要 求 的 条 件 (4.1)， 
因此 决定 了 M 上 的 全 纯 线 从 , 记 为 (D). 对 于 A(D), 我 们 有 

(1) A(D) 的 定义 是 合理 的 . 事实 上 , 如 果 在 U。 中 男 取 亚 纯 函数 
ga, 使 得 (ga) = Dlv,, 则 hs。 = fa/ga 在 Us。 中 没有 极点 及 零点 , 因而 
为 非 零 全 纯 函 数 . 记 gpa = g8/ga, 则 gga = ha feaha. 因此 连接 函数 
{gsa} 决定 的 全 纯 线 从 和 {fsa} 决定 的 全 纯 线 从 同 构 . 如 果 我 们 选取 
的 局 部 坐标 覆盖 不 同 , 则 通过 适当 的 加 细 就 得 到 公共 的 局 部 坐标 覆盖 ， 
这 一 过 程 同样 不 影响 和 (D) 的 同 构 类 . 

(2) A(D) 同 构 于 平凡 线 丛 当 且 仅 当 D 为 主要 因子 . 事实 上 , 如 果 
D = (j 为 主要 因子 , 则 可 以 选取 f。 = flv. 此 时 faa = 1 因此 A(D) 
为 平凡 线 丛 . 反之 , 如 果 A(D) 同 构 于 平凡 线 从 , 则 由 推论 4.1.1 可 知 ， 
存在 平凡 化 开 履 盖 (通过 适当 加 细 不 妨 设 为 局 部 坐标 覆盖 {U。}) 及 全 
纯 函 数 族 ye : De 一 C*, 使 得 在 Us nN Us 上 fa = $3516a. 因此 , 在 
VanVe 上, jage = fa9a, 即 {fa9a} 定义 了 M 上 一 个 整体 亚 纯 函 数 ， 
且 在 每 个 Ua 上 (fagpa) = (fa)+ (a) = (fa) = Dlv,, 从 而 有 (为 = D, 
即 DD 为 主要 因子 . 

(3) 和 (-D) = 一 和 (D), (Di) 十 (D2) = 和 (D1 十 D2). 这 由 定义 可 立 
即 得 到 . 

这 说 明 , 和 诱导 了 因子 类 群 D 到 线 从 类 群 C 的 同 态 , 仍 记 为 入 : 
D 一 L, 并 且 这 是 单 同 态 . 

例 4.2.1 考虑 黎 曼 球面 S 上 的 因子 D = 二 0, 其 中 0eCcCcS 
为 复 平面 的 原点 . 取 S 的 局 部 坐标 覆盖 为 mm =C 和 上 =S-{0}， 
分 别 在 Uo 和 Ul 上 取 全 纯 函 数 f0 = zz, 万 =1 则 和 (0) 由 连接 函数 
{fio = 1/z, fo = z} 给 出 . 

下 面 的 引 理 给 出 了 复 向 量 空间 !(D) 的 一 个 新 的 解释 . 

引 理 4.2.1 对 任何 因子 D 均 有 线性 同 构 1(D) 宕 Th( 和 (D)). 


ee ee 


证 明 ” 任 取 A(D) 的 一 个 全 纯 截 面 ss 有 局 部 表示 {su : Us。 一 
C}, 且 在 Us Us 上 , su 满足 关系 


58 三 Jpausa = js 


a 


因此 , sa/fo 在 M 上 决定 了 一 个 整体 的 亚 纯 函 数 , 记 为 i(s)， 在 每 个 
Us。 上, 有 


((i(s)) + Dlvs = (sa) — (fa) + Dlv, = (sa) > 0. 


这 说 明 i(s) e 1(D). 因此 我 们 就 定义 了 线性 映射 i: Th(A(D)) 一 1(D). 
给 定 亚 纯 函 数 f 三 1(D), 令 Sa 二 基 ” fa 由 于 


(sa) = (Pls + (fa) = (fas + Dlvs = [(f)+ Dllvs So, 


sa 为 U。 上 的 全 纯 函 数 , 并 且 满 足 条 件 (4.3), 因此 {ss。} 决定 了 全 纯 
线 从 A(D) 的 一 个 全 纯 截 面 , 记 为 j(s)， 我 们 就 得 到 了 线性 映射 7 : 
1(D) 一 Th( 和 A(D)). 显然 , i,j 为 互 逆 线 性 映射 , 因而 均 为 线性 同 构 ， 口 

类 似 地 , 我 们 也 可 以 给 出 i(D) 的 另 一 个 解释 . 在 此 之 前 , 我 们 定 
义 由 亚 纯 截面 诱导 的 因子 . 为 此 , 设 s 为 全 纯 线 从 工 的 亚 纯 截面 , 并 
设 其 局 部 表示 为 {sa}. 在 U。 上 , sa 诱导 了 因子 (sa). 在 UsNn Us 上， 
连接 函数 gg。 是 处 处 非 零 的 全 纯 函 数 , 因此 有 


(s8) = (gasa) = (g8a) + (sa) = (sa). 


这 说 明 在 M 上 存在 因子 D, 使 得 Dju, = (sa). D 称 为 由 亚 纯 截 面 s 

诱导 的 因子 , 记 为 (s). 显然 , s 为 全 纯 截 面 当 且 仅 当 (s) > 0. 我 们 注意 

到 , 黎 曼 曲面 上 的 亚 纯 微分 可 以 看 成 全 纯 余 切 从 的 亚 纯 截 面 , 而 亚 纯 微 

分 诱导 的 因子 和 我 们 现在 定义 的 作为 亚 纯 截 面 诱导 的 因子 是 一 致 的 . 
引 理 4.2.2 如果 工 为 全 纯 线 从 , 则 有 线性 同 构 


op oN PR ( 呈 一 下 芭 丰 


特别 地 , 有 i(D) 兰 Fh(T*M 一 A(D)). 
这 个 引 理 的 证 明和 上 一 引 理 的 证 明 完 全 类 似 , 留 作 习 题 . 
下 面 的 引 理 揭示 了 亚 纯 截 面 和 全 纯 线 从 的 关系 . 
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引 理 4.2.3 设 s 为 全 纯 线 从 工 的 非 零 亚 纯 截面 , 则 工 = A((s)); 
反之 , 任 给 因子 D, 存在 全 纯 线 从 和 (D) 的 亚 纯 截面 s, 使 得 D = (s). 
证 明 ” 设 s 为 全 纯 线 从 工 的 非 零 亚 纯 截 面 , 其 局 部 表示 为 {sa}. 


一 方面 , 根据 (s) 的 定义 , X(s)) 是 由 连接 函数 { sp = 了 2} 决定 的 全 


纯 线 从 . 另 一 方面 , {sa。} 满足 条 件 (4.3), 这 说 明 seu = go 就 是 工 的 
连接 函数 . 因此 L = 和 ((s)). 

反之 , 任 给 因子 D, 按照 A(D) 的 构造 , XD) 由 连接 函数 人 Ja。 一 抬 )} 
决定 , 其 中 大 为 VU。 上 的 亚 纯 函 数 , 且 (f。) = Dlv,. 现在 , 亚 纯 函 数 
族 {f。} 满足 条 件 (4.3), 因而 决定 了 全 纯 线 从 和 A(D) 的 一 个 亚 纯 截 面 ， 
记 为 s. 由 (s) 的 定义 , 显然 有 (s) = 也 . 口 

例 4.2.2 设 M 为 黎 曼 曲面 , w 为 M 上 的 非 零 亚 纯 微分 , 其 诱 
导 的 因子 为 及 = (w). 上 面 的 引 理 说 明 M 的 全 纯 余 切 丛 TYM 同 构 于 
A(K). 因此 有 iD)S 兰 Fn(A(K 一 万 )). 

推论 4.2.4 设 工 为 全 纯 线 丛 . 

(i) 如 果 dimTn(Z) > 0, 则 存在 有 效 因子 D, 使 得 工 = 入 (万 ); 

(ii) 如 果 存 在 因子 D1, 使 得 dimTh(L 一 和 (D1)) > 0, 则 存在 因子 
万 , 使 得 L = 入 (DD). 

证 明 (i) 如 果 dimTh(L) > 0, 则 存在 工 的 非 零 全 纯 截面 s. 由 
引 理 4.2.3 立 知 工 = 入 ((s)). 

(ii) 如 果 存 在 因子 Di, 使 得 dim Th(L 一 和 (D1)) > 0, 则 由 (i) 知 ， 
存在 因子 Dz, 使 得 L 一 和 (D1) = 和 (D2). 此 时 工 = (Di + D，). 口 

推论 4.2.5 设 工 为 紧 致 黎 曼 曲 面 M 上 的 全 纯 线 丛 , 则 


dim Ln(L) < 00. 


证 明 ”如 果 dimT(L) = 0, 则 没有 什么 好 证 的 . 如 果 dim Th(L) > 
0, 则 由 前 一 推论 , 存在 因子 D, 使 得 L = A(D). 此 时 , 由 引 理 4.2.1 得 


dimTn(L) = dimT(A(D)) = diml(D) < %, 
其 中 由 第 三 章 中 的 引 理 3.1.1 知 1(D) 为 有 限 维 向 量 空间 . 口 


84.3 层 和 预 屋 155 


以 后 我 们 将 证 明 , 如 果 M 为 紧 致 黎 曼 曲面 , 则 和 是 满 同 态 , 即 对 
任何 全 纯 线 从 工 , 都 存在 因子 D, 使 得 工 = 入 (万 ). 


习 题 4.2 


1. 证 明 : 将 CP! 等 同 于 黎 曼 球面 S 后 , 前 一 节 例 4.1.3 中 的 全 纯 
线 丛 互 同 构 于 和 (一 0). 

2. 证 明 : 8S 的 全 纯 切 丛 你 (S) 同 构 于 A(-2 .0), 全 纯 余 切 从 Tx(S) 
同 构 于 和 (2 . 0). 

3. 设 1: M 一 NN 为 黎 曼 曲面 之 间 的 全 纯 映 射 , D = > .Di 为 


N 上 的 因子 . 定义 /*D = ), 其 中 .f*(pi)= 》， gi 是 
qjE€Ef -1(pi) 
带 有 的 重 数 之 和 . 证 明 : f*(A(D)) = 和 A(f*D). 
4. 证 明 : 设 s1, sz 为 全 纯 线 从 的 两 个 非 零 亚 纯 截 面 , 则 可 以 自然 
地 定义 除法 , 使 得 s1/s2 为 亚 纯 函数 . 
5. 详细 证 明 引 理 4.2.2. 
6. 4 次 全 纯 微 分 是 什么 全 纯 线 从 的 截面 ? 


84.3 层 和 预 层 


在 第 二 章 82.2 中 引入 切 向 量 时 , 我 们 考虑 过 在 某 一 点 附近 光滑 函 
数 的 全 体 . 在 本 节 中 , 我 们 将 这 样 的 对 象 整体 化 , 所 得 结果 就 是 层 的 概 
念 . 首先 回顾 一 下 先前 的 构造 . 设 M 为 黎 曼 曲面 ，U 为 M 上 的 开 集 . 
记 40(U) 为 U 上 的 光滑 函数 的 全 体 . 沿用 先前 的 记号 , 对 pe M, 有 

Cc™*(p)= [I 4°0)/~. 


UB3p 


其 中 等 价 关 系 ~ 定义 如 下 (W 也 是 开 集 ): 

feA(UV)~geA lV) IWCUNY, st. peW, flw = glw. 
f 在 C™”(p) 中 的 等 价 类 记 为 [fjp. C™”(p) 中 可 以 自然 地 定义 加 法 和 数 
乘 运算 使 之 成 为 线性 空间 . 记 5° = 【jc (o). 我 们 在 6% 上 如 下 定义 


pEM 
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拓扑 : 任 取 M 的 开 集 U 及 U 上 的 光滑 函数 f, 令 O04 = {[fljp|p EU), 
则 O 为 59 中 的 子 集 . 而 {Oy | fe 4°(U), UC MT 形成 一 个 拓扑 基 ， 
因此 导出 了 5° 上 的 一 个 拓扑 . 令 + :50 一 M, rr([fjp) = p. 我 们 有 

(1) 7 为 连续 满 射 , 且 为 局 部 同 胚 . 事实 上 , 任 给 pe M 及 包含 p 的 
开 集 U, 取 光 滑 函 数 je A%(U), 则 Oj 为 59 中 的 开 集 , 且 r(Or) = D， 
从 而 r 限制 在 Of 上 是 到 U 的 同 胚 . 

(2) -1(p) = Ce(p) 为 交换 群 . 这 是 显然 的 . 

(3) 考虑 映射 S0 一 S%, [fjp ” [一 月 这 是 恰当 地 定义 的 连续 映 
射 ， 事实 上 , 从 5? 的 拓扑 的 定义 可 以 看 出 这 个 映射 是 一 个 自 同 胚 映 
射 . 

(4) 考虑 乘积 空间 S0xS9 的 子 拓扑 空间 S00S? = {(s1, sz)|r(sl) = 
7(s2)} 和 映射 S0 o S50 一 60, (si s?) 一 s1 十 5s2， 此 映射 为 连续 映射 . 
事实 上 , 设 x(s1) = 7(s2) = p, 则 存在 p 附近 的 光滑 函数 f, 9, 使 得 
5s1 = [fl]p, s2 = [gly- 映射 (内 go) = [f + gl]p 关于 我 们 定义 的 拓扑 显 
然 是 连续 的 . 

我 们 称 5S? 为 M 上 光滑 函数 的 芽 层 , r 为 层 投影 , Ce(p) = x-1(p) 
为 p 处 光滑 函数 的 芽 , 记 为 59. 

一 般 地 , 我 们 可 以 讨论 关于 交换 群 的 层 (sheaf) 的 概念 . 

定义 4.3.1 设 7:6 一 JM 是 从 拓扑 空间 S 到 黎 曼 曲面 M 的 连 
续 满 射 . 如 果 满 足以 下 条 件 : 

(iD 六 为 局 部 同 胚 ; 

(ii) 任 给 me M, 7m-!(m) 为 交换 群 ; 

(iii) 群 的 运算 诱导 的 映射 

S—S5, sp —s, Vs€ES 


和 
SoS— 6S, (s1,52) 上 51 十 52 


均 为 连续 映射 , 其 中 SoS = {(s1,s2) E SxS5|7(s1) = 7(s2)} 为 乘积 

空间 S x S 的 子 拓扑 空间 ， 

则 称 S 为 M 上 的 层 , r 为 层 投影 , Sm = r-1(m) 为 m 上 的 莹 (stalk). 
例 4.3.1 平凡 层 . 


Dt 


设 G 为 交换 群 , 赋 以 离散 拓扑 . 令 S = MxG, 映 射 +: MxG 一 M 
为 向 第 一 个 分 量 的 投影 . 显然 , x 满足 上 述 定义 中 的 条 件 , 因此 S 为 M 
上 的 层 , 称 为 平凡 层 . 特别 地 , 分 别 取 G 为 0,Z,R,C 得 到 的 平凡 层 在 
不 引起 混淆 的 情况 下 分 别 记 为 0,Z, R,C. 

例 4.3.2 摩天 大 厦 层 . 

设 G 为 交换 群 , p e M. 令 S,= MJ]IG/ ~, 其 中 p~0,0€6G, 
这 是 一 个 商 空间 , 其 拓扑 由 两 类 开 集 组 成 : 一 类 是 原 M 中 不 含 p 的 开 
集 ; 另 一 类 是 M 中 含 p 的 开 集 去 掉 点 p 后 和 G 中 若干 元 素 的 并 集 . 
令 三: op 一 AM 为 


Tm)=m, vmeM; 7(g)=»p,VgE€EG. 


容易 由 定义 验证 5, 为 M 上 的 层 ; Sr 在 p 上 的 茎 为 G, 在 其 他 点 的 茎 
为 0. 称 5 为 关于 p 的 摩天 大 厦 层 . 
类 似 地, 给 定 M 上 的 有 效 因 子 D = 》 ni :pi 我 们 也 可 以 定义 


一 个 层 Sb, 使 得 这 个 层 在 p; 上 的 茎 为 G@G@:…@G (ni 个 G 的 直 
和 ), 而 在 其 他 点 的 茎 为 0. 这 也 称 为 摩天 大 厦 层 . 

例 4.3.3” 全 纯 函 数 的 芽 层 . 

在 本 节 开 头 我 们 定义 了 光滑 函数 的 芽 层 . 在 定义 的 过 程 中 , 如 果 
把 “光滑 函数 ”都 换 成 “全 纯 函 数 ", 则 也 得 到 一 个 层 , 称 为 全 纯 函 数 的 
芽 层 . 具体 来 说 , 设 U 为 黎 曼 曲面 M 中 的 开 集 , 记 O(D) 为 V 上 的 
全 纯 函 数 的 全 体 . 任 给 pe M, 定义 p 处 全 纯 函 数 的 芽 为 

0,= T1000/~, 


U3p 


其 中 等 价 关 系 ~ 定义 如 下 (W 是 开 集 ): 
feOo(U)~geEOV)—> IWCUNY, st.peW, flw = glw. 
如 同 光 滑 函 数 的 芽 层 那样 , 令 O = 【0O。. 可 在 O 上 定义 适当 的 拓 


pEM 
扑 使 之 成 为 M 上 的 层 , 称 为 全 纯 函 数 的 芽 层 或 结构 层 . 
类 似 地 , 如 果 考 虑 p 形式 或 (p,q) 形式 , 我 们 就 可 得 到 相应 的 层 ， 
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分 别 记 为 S? 和 6S?'4. 这 样 的 构造 其 实 可 以 一 般 化 . 为 此 , 我 们 先 引 入 
层 的 截面 的 概念 . 

定义 4.3.2 ( 层 的 截面 ) ” 设 5S 为 黎 曼 曲面 M 上 的 层 , fi 为 层 
投影 ,U 为 M 中 的 开 集 , f : U 一 S 为 连续 映射 如 果 f 满足 条 件 
Xx0of=idvu, 即 f(m)€ Sm,Y meEU, 则 称 了 为 层 S 在 U 上 的 截面 . 
U 上 截面 的 全 体 记 为 T(S,U). 在 T(S,U) 中 可 以 引入 自然 的 加 法 运算 
使 之 成 为 交换 群 . 当 U = M 时 , 截面 的 全 体 简 记 为 T(S). T(S) 中 的 
零 元 称 为 零 截面 ( 它 是 从 M 到 S 的 映射 , 把 m E€ 1M 映 为 交换 群 Sm 
中 的 零 元 ). 

例 4.3.4 平凡 层 的 截面 . 

设 G 为 交换 群 ，M 为 连通 黎 曼 曲面 , S = M x G 为 平凡 层 , f : 
M 一 M x G 为 层 的 截面 . 给 定 mo es MM, 设 fl(mo) = (mo,go), 则 必 有 
f(m) = (m,go),Y me M. 事实 上 , 设 xo :MxG 一 G 是 向 第 二 分 量 
的 投影 , 则 复合 映射 ra o f : M 一 G 为 连续 映射 . 由 于 G 的 拓扑 是 离 
散 拓扑 , 因此 rc e y 为 常 值 映射 . 这 就 说 明 , T(S) 和 交换 群 G 是 自然 
同 构 的 . 

例 4.3.5 摩天 大 厦 层 的 截面 . 

设 5, 是 摩天 大 厦 层 , 让 : M 一 S， 为 层 的 截面 . 显然 , 当 m 关 p 
时 , f(m) = m; 当 m =p 时 , f(m) = f(p)€ G, f(p) 可 以 是 G 中 任意 
元 素 . 因此 T(S,) 和 交换 群 G 也 是 自然 同 构 的 . 类 似 地 , 对 于 因子 也 ， 
有 TSp) 兰 SnaC- 

例 4.3.6 ”光滑 函数 芽 层 的 截面 . 

设 U 为 黎 曼 曲面 M 中 的 开 集 , f :U 一 5? 为 U 上 的 截面 . 下 面 
我 们 来 说 明 , 存在 Z 上 的 光滑 函数 i(f), 使 得 f(p) = [i(f)]p,vp€EU. 
事实 上 , 任 给 pe U, 设 f(p) = [gp]p, 其 中 9 为 p 附近 定义 的 光滑 函 
数 . 由 f 的 连续 性 知 , 存在 p 的 开 邻 域 Vc U, 使 得 f(V,) Cc Oo,, 因 
此 f(7) = [gl Yr EW 从 而 gp & O(WW). 当 太 Wz 2 时, 任 取 
”EWNY, 则 有 

[go = f(7) = [go 


特别 地 , 有 gp(7) = gg(7), 即 gplwnw = gg|vnv,. 这 说 明 , 存在 U 中 光 
滑 函 数 i( 了 ), 使 得 i(f)|v, = gp. 因此 f(p) = [fjp,Ype U. 显然, 满足 这 
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一 条 件 的 光滑 函数 i(f) 是 唯一 的 , 因此 我 们 定义 了 映射 i: I(S',U) 一 
O(D). 另外 , 任 给 UV 上 光滑 函数 g, 令 j(g) :U 一 S' 为 j(g)(p) = [gjy， 
则 j(g) 为 UV 上 的 截面 ， 这样 定义 的 映射 7 : O(D) 一 T(S',U) 和 
i:T(S',U) 一 O(D) 是 一 对 互 逆 的 同 构 . 

显然 , 对 于 全 纯 函 数 的 芽 层 , p 形式 层 或 (p,q) 形式 层 有 完全 类 似 
的 结论 . 我 们 把 这 个 过 程 一 般 化 , 就 得 到 预 层 (presheaf) 的 概念 . 从 预 
层 出 发 可 以 得 到 层 , 从 层 的 截面 出 发 进行 构造 就 又 得 到 了 预 层 . 

定义 4.3.3 设 M 为 黎 曼 曲面 如 果 对 M 中 的 每 个 开 集 U, 均 
对 应 一 个 交换 群 S(U), 且 当 UCV(V 为 M 中 的 开 集 ) 时 , 存在 群 同 
态 pvv : S(V) 一 S(D0); 当 UCcVCW(VW 为 M 中 的 开 集 ) 时 ， 
pwv 二 pv,v 9 pwv， 则 将 满足 这 些 要 求 的 交换 群 及 同 态 统称 为 M 上 
的 一 个 预 层 , 这 些 同 态 称 为 限制 同 态 . 

如 果 5S 为 M 上 的 层 , 则 对 于 M 的 开 集 U, 我 们 有 对 应 的 交换 
群 S(V) = T(S,U), 并 且 当 UV Cc V 时 , 有 自然 的 限制 同 态 pyw : 
I(S,V) 一 了 (5S,0), 它 把 V 上 的 截面 限制 为 Z 上 的 截面 . 这 样 我 
们 就 得 到 一 个 预 层 . 这 个 预 层 的 限制 同 态 还 满足 下 面 两 个 条 件 : 

(1) 设 UV = (JUi, 其 中 Ui 均 为 开 集 ， 对 于 s; e S(Ui), 如 果 在 


UiNU; 上 有 
PUi,UiNU; (5i) = pu;,UinvU; (8;), 
则 存在 ss S(U), 使 得 pv vw,(s) = si; 
(2) 设 U= 【Ui, 其 中 Ui 均 为 开 集 . 对 于 se S(U), 如 果 对 每 个 
Ui, 均 有 puv,(s)==0, 则 s=0. 


满足 这 两 个 条 件 的 预 层 称 为 完备 预 层 . 如 同 光滑 函数 的 芽 层 那样 ， 
下 面 我 们 从 预 层 出 发 构造 层 . 给 定 M 上 的 一 个 预 层 , 任 取 me M, 令 


sn = [I §(0)/~, 


U3m 
其 中 等 价 关 系 ~ 定义 如 下 : 
f esS(UVU)~gESV) > IW CUNV, st. puw(lf) = pvw(9). 
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令 S= 【Sm. 如 同 光滑 函数 的 芽 层 那样 , 我 们 可 以 给 S 一 个 拓扑 使 


mEM 
之 成 为 NL 上 的 层 ; 并 且 , 如 果 给 定 的 预 层 是 完备 预 层 , 则 有 T(S,U) 半 
S(U). 因此 , 今后 我 们 不 区 分 层 和 完备 预 层 . 使 用 完备 预 层 的 好 处 是 
描述 起 来 比较 方便 . 
例 4.3.7 全 纯 截 面 层 . 
设 工 为 黎 曼 曲面 M 上 的 全 纯 线 从 . 考虑 这 样 的 预 层 : 对 M 的 任 
意 开 和 集 U, 令 


Q(D)(D) = 伍 在 避 上 的 全 纯 截 面 }， 


当 U CV(V 为 M 中 的 开 集 ) 时 , 定义 同 态 p : Q(L)(V) 一 Q(L)(D) 
为 通常 的 限制 映射 , 则 我 们 得 到 一 个 完备 预 层 ， 由 此 得 到 的 层 称 为 L 
的 全 纯 截面 层 , 记 为 Q(L). 

完全 类 似 地 , 考虑 光滑 的 截面 就 得 到 光滑 截面 层 So(L); 考虑 工 值 
2 形式 或 工 值 (p,q) 形式 , 得 到 的 层 分 别 为 工 值 p 形式 层 S?(Z) 和 工 
值 (p,q) 形式 层 S??(7). 以 p 形式 为 例 , 设 U 为 开 集 , 所 谓 上 的 工 


值 bp 形式 是 一 个 有 限 和 : Dw @ si 其 中 wi 为 U 上 的 p 形式 , s; 为 


U 上 工 的 光滑 截面 , @ 为 关于 U 上 光滑 函数 的 张 量 积 . 为 了 简单 起 见 ， 
张 量 积 符号 @ 常 被 我 们 省 略 掉 . 

下 面 我 们 定义 层 的 同 态 , 同 构 , 子 层 和 商 层 等 概念 . 这 时 , 用 层 的 
原始 定义 来 描述 是 更 好 的 选择 . 

定义 4.3.4 设 S, S' 分 别 为 黎 曼 曲面 M 上 的 层 , 层 投影 分 别 为 
TT 连续 映射 p : S 一 S' 如 果 满 足 条 件 fr op = nr, 则 称 为 层 映射 ; 
进一步 , 如 果 yp|s,, : Sm 一 Sm 为 群 同 态 ,VY m EM, 则 称 yp 为 层 同 态 . 
如 果 层 同 态 p 为 同 胚 , 则 其 逆 仍 为 层 同 态 , 此 时 称 yp 为 层 同 构 . 

设 yp :6 一 了 械 为 层 同 态 , 定义 Kerp = {s € S|y(s) = 0 € Ts)} 
及 Im yp = wp(S). 不 难 证 明 , Kerp 和 Im o 仍然 具有 层 的 结构 . 如 果 ww 
为 单 射 , 则 S 和 Imw 同 构 . 

定义 4.3.5 设 5 为 黎 曼 曲面 M 上 的 层 , 及 为 S 中 的 开 集 , 并 
且 Rm 二 SN Sm 均 为 Sm 的 子 群 , 则 及 自然 地 成 为 M 上 的 层 , 其 层 
投影 为 S 的 投影 在 及 上 的 限制 . 称 及 为 S 的 子 层 . 如 果 凡 为 5 的 
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子 层 ， 任 取 mE M, 记 Fis = Gr Ri 为 商 群 ， 令 


T= [| 


mEM 
定义 映射 7 :S 一 了 ,使 得 它 限制 在 Sm 上 为 商 同 态 , 并 将 了 的 拓扑 定 
义 为 关于 映射 7 的 商 拓扑 , 则 工 为 M 上 的 层 , 称 为 商 层 , 记 为 S/R. 

如 果 :SS 一 了 为 层 同 态 , 则 Kery 为 S 的 子 层 , p 诱导 了 商 层 
S/Kery 与 层 Im p 之 间 的 层 同 构 . 

例 4.3.8 ”理想 层 工 ,. 

给 定 黎 曼 曲面 M 上 一 点 p, 对 于 包含 p 的 开 集 Uc M, 令 

71,(U) = {f € O(UV)|f(p) = 0); 
对 于 不 含 p 的 开 集 UC M, 则 令 五 (DZ) = O(U). 这 样 我 们 就 定义 了 
一 个 完备 预 层 , 它 代表 的 层 称 为 p 处 的 理想 层 , 记 为 五. 

理想 层 是 全 纯 函 数 芽 层 的 子 层 . 当 m 关 p 时 , 理想 层 在 m 处 的 葵 
和 全 纯 函 数 的 芽 层 在 m 处 的 茎 相同 ; 当 m = p 时 , 理想 层 在 m 处 的 
茎 中 的 元 素 是 常数 项 为 零 的 寡 级 数 . 因此 商 层 O/T, 同 构 于 茎 为 C 的 
摩天 大 厦 层 S，. 

我 们 注意 到 , 子 层 的 包含 同 态 i :及 一 S 和 商 层 的 商 同 态 j :S 一 
S/R 限制 在 共 上 时 组 成 的 群 同 态 序列 0 一 Ry, 2 S55 于 Sn /Rm 一 
0 是 一 个 正 合 序列 , 即 ji 为 单 同 态 , jj 为 满 同 态 ，Im i = Kerjm. 一 
般 地 , 如 果 层 的 同 态 序列 

0 向 也 5 了 -0 


限制 在 芭 上 是 交换 群 的 正 合 序列 , 则 称 上 述 层 的 同 态 序列 为 层 的 短 正 
合 序列 . 此 时 层 了 同 构 于 商 层 S/R. 

由 例 4.3.8, 我 们 有 层 的 短 正 合 序列 

0 = O06 "0. 

推广 到 全 纯 线 从 的 全 纯 截 面 层 , 就 有 

引 理 4.3.1 ”如果 工 为 黎 曼 曲 面 M 上 的 全 纯 线 从 , D 为 有 效 因 
子 , 则 有 层 的 短 正 合 序列 

0— WL AD) 全 三 (一 GD 一 让 
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证 明 ”为 了 简单 起 见 , 我 们 以 D = pz 为 例 来 证 明 , 一 般 的 情形 是 
完全 类 似 的 . 首先 定义 层 Q,(L) 如 下 : 任 取 开 和 集 UC M, 如 果 U 包含 
D, 则 令 

Qp(L)(U)= {se ADU) | s(p) = 0); 
如 果 上 U 不 含 p, 则 令 895(D)(D) = Q(L)(D). 显然 ， Q(D) 为 Q(L) 的 子 
层 , 并 且 有 短 正 合 序列 
0 一 QL) 一 2 人 (也 ) — 5p 一 0. 
另外 , 由 上 一 节 的 引 理 4.2.2, 有 
(人工 - 和 XO))(D) 兰 {fs 为 工 在 V 上 的 亚 纯 截 面 | (9) -pnZ>0} 
={seQ(L)(U)|(s)—-pNU >0} 
= fp(L)(U). 
由 于 涉及 的 线性 同 构 都 是 自然 的 同 构 , 这 就 意味 着 层 Q(L 一 A(p)) 与 层 
Qp(ZL) 同 构 . 因此 有 短 正 合 序列 
0 一 了 一 入 D)) 一 有 人 ( 工 ) 一 人 一 0. 
这 就 证 明了 引 理 . 口 

最 后 , 我 们 考虑 层 的 短 正 合 序列 的 另 一 个 例子 .为 此 先 定 义 不 取 

零 值 的 全 纯 函 数 的 芽 层 O*. 任 给 黎 曼 曲面 M 上 的 开 集 U, 令 
O*(U) = { 全 纯 函 数 9 :UU 一 C*}. 

在 函数 的 乘积 运算 之 下 O*(U) 为 交换 群 . 这 样 我 们 就 得 到 一 个 完备 预 
层 , 它 决 定 的 层 称 为 不 取 零 值 的 全 纯 函 数 的 芽 层 . 考虑 同 态 

e:O(U) — O*(U), e(f)= eif, YeO(D). 
这 是 一 个 自然 的 同 态 , 因此 诱导 了 层 的 同 态 e : O 一 O*, e([f]lp) = 
e(f)p. 根据 第 二 章 82.2 中 的 结果 , 当 U 单 连通 时 , e : O(D) 一 O*(U) 
为 满 同 态 . 由 此 容易 看 出 , 作为 层 的 同 态 , e 为 满 同 态 , 且 Kere = Z 为 
平凡 层 . 这 样 我 们 就 得 到 了 层 的 短 正 合 序列 

0 一 也 一 OO 一 00 一 0， 


”又 4 层 的 上 同调 163 
习 题 4.3 


1. 证 明 : 层 的 零 截面 为 连续 映射 . 

2. 证 明 : 层 的 截面 为 开 映 射 , 即 把 开 集 映 为 开 集 . 

3. 证 明 : 如 果 f, 9 为 层 S 的 两 个 截面 , 且 f(m) = g(m), 则 存在 
m 的 开 邻 域 0, 使 得 flvy = glv. 

4. 证 明 : 摩天 大 厦 层 的 拓扑 是 唯一 的 . 

5. 证 明 : 层 同 态 为 开 映 射 . 


8$4.4 层 的 上 同调 


为 了 引出 层 的 上 同调 的 定义 , 我 们 先 从 层 同 态 诱导 的 截面 同 态 开 
始 . 设 p :5 一 械 为 层 同 态 , 则 ”诱导 了 同 态 
2 :TIT(S)— TIT(T), vp*(s)=wos, vseT(S). 
如 果 有 层 的 短 正 合 序列 


0 元 0 


则 有 诱导 同 态 的 序列 
0 = PORY 2 TES 2s To 


显然 ， i* 为 单 同 态 . 下 面 说 明 Im i* = Ker 显然 , Im i* C Ker ra 反 
之 , 设 ge Ker 7*, 则 jog(m) = 0,Y me M. 这 说 明 截 面 "0: M 一 S 
可 以 分 解 为 


yi ER 
其 中 大 为 包含 映射 . 另外 , 层 同 态 i: RR 一 5 可 以 分 解 为 
i 
令 f=(i)-log :M 一 RR, 则 feET(R), 且 i*f=iof=g, 即 
g EImi*. 所 以 Ker jy* CImi*. 


一 般 来 说 , j* 不 是 满 同 态 . 例如 , 考虑 平凡 层 M xZ 及 在 p,q(p 了 
q) 处 的 摩天 大 厦 层 Sro, 使 得 Soe 在 p 和 9 处 的 茎 均 为 Z, 在 其 他 
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点 处 的 茎 均 为 0， 考虑 同 态 p : M x Z 一 Sr 其 中 当 m 了 p,q 时 ， 
gp((m,n)) = 0; 当 m = p,g 时 , y((m,n)) =n. 显然 , o 为 满 同 态 . 由 于 
T(M xZ) = 2Z,T(Spg) = Z@Z, 因此 诱导 同 态 wo* :T(M x 2) = T(Spg) 
不 可 能 为 满 同 态 . 

现在 我 们 再 回 到 短 正 合 序列 . 同 态 j* 虽然 可 能 不 是 满 同 态 , 但 它 
仍然 满足 一 些 好 的 性 质 . 事实 上 , 任 取 fe TT(7T) 及 me M, 由 于 j 为 
满 同 态 , 故 存在 se 5, 使 得 j(s) = f(m). 不 难看 出 , 存在 m 的 开 邻 
域 Di, 及 fin ET(S,Um), 使 得 jo f= flu,,. 这 说 明 j* 是 “局 部 ” 满 
同 态 . 进一步 , 如 果 UU 产儿, 则 


jo fmlunsnv, = jo fnlvnnv,.- 
由 上 面 的 讨论 我 们 知道 , 存在 gmn ET(R, Um Un), 使 得 i*gmm = 
(fn 一 fr)|vwnv. 为 了 简单 起 见 , 在 不 引起 混淆 的 情况 下 , 我 们 省 略 限 
制 同 态 . 当 Unnznw 关 宛 时 , 显然 有 
(gmnt gnot gom) = (fm— fn)t+ (fn— fo)t+(fo— fm)=0, 
因此 


gmn + gno + gom = 0 ET(R, Un N Un NU,). (4.5) 
如 果 在 每 个 U,,, 上 均 存 在 gw eT(R, Ui), 使 得 
mn 一 gm 一 gmn， (4.6) 


则 在 Um Un 上 有 igm 一 fm = i*gn 一 fn. 这 说 明 存在 seT(S), 使 得 
在 每 个 Ci 上 均 有 SU 3 i gm = Fn 此 时 


7°s|v,, = 了 gm 一 六 frm f | 


即 j*s = 了 . 

我 们 现在 来 总 结 一 下 ， 从 了 的 截面 f 出 发 , 我 们 得 到 了 M 的 开 
覆盖 {Ui}, 在 交集 UU 上 有 了 R 的 截面 gw 满足 条 件 (4.5). 这 样 
的 一 族 gmn 称 为 1 次 闭 上 链 . 如 果 gmn 还 满足 条 件 (4.6), 则 f 在 同 
态 六 下 存在 原 像 . 我 们 把 满足 条 件 (4.6) 的 闭 上 链 称 为 1 次 上 边缘 链 . 
一 般 来 说 , 闭 上 链 未 必 为 上 边缘 链 . 为 了 描述 它们 之 间 的 差异 , 我 们 就 
要 引入 上 同调 群 的 概念 . 
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定义 4.4.1(Céch 上 链 ) 设 S 为 黎 曼 曲面 M 上 的 层 , WU = {Ua} 
为 M 的 一 个 开发 盖 . 如 果 对 于 非 负 整数 q, 映射 f 将 开 履 盖 WU 中 任意 
4 十 1 个 有 序 开 集 Uo, 号,… ,Ua 映 为 S 在 UonUiNn.…nUs 上 的 截面 
f(Uo,Ui,..…… ,Uo), 且 

() $$ UoNU.NU = 8 时, f(Uo, Ui ,VU)=0; 

(ii) 当 交 换 两 个 开 集 的 位 置 , 如 交换 U; 和 Uj; 的 位 置 时 , 有 

下 (二 

则 称 映射 了 为 关于 开 履 盖 WU 的 一 个 gq 次 上 链 . 关于 U 的 g 次 上 链 的 
全 体 组 成 的 集合 记 为 C9(U;S)， 此 集合 中 可 以 自然 地 定义 加 法 运算 使 
之 成 为 交换 群 , 称 为 g 次 上 链 群 . 规定 g < 0 时 链 群 为 零 . 

现在 我 们 定义 同 态 5 : C4(U; S) 一 C+1(U; 5) 如 下 : 


q+1 


(EF)(Uo, Ua: Ug) = 9, -Df(Uo, Ui , Ui, , Ua), 
i=0 
其 中 UV; 表示 去 掉 分 量 Ui, 而 求 和 是 限制 在 Vo n Vin…n Us 上 的 
截面 之 和 . 6 为 群 同 态 , 且 满足 下 面 的 重要 性 质 : 
引 理 4.4.1 62=606=0. 
证 明 ”我 们 有 如 下 计算 : 


(62f)(Uo, Ci Mi ,Ug+2) 


q+2 
二 St ) (6f) Uo, ,Ui ,Ugr2) 
a 1 一 1 
= 1) i oy 
TO 
9 十 2 5 
站 Ln (—1)7-1f(Uo,.:- ,Ui,* sya , Ug+2) 
j= 计 1 
= >》 (Dif(Uo,..- ,Ui Di, ,Ut2) 
j<i 
+ (1 (Do , Ui, , Uj, , Ug+2) 
I>1 


一 
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这 里 我 们 都 省 略 了 限制 同 态 . 图 
定义 4.4.2 (Céch 上 同调 ) ”如 果 6f = 0, 则 称 g 次 上 链 了 为 
d 次 闭 上 链 . g 次 闭 上 链 的 全 体 组 成 的 子 群 称 为 g 次 闭 上 链 群 ， 记 为 
ZI(U;S)， 如果 f = 6g, 则 称 g 次 上 链 f 为 g 次 上 边缘 链 . g 次 上 
边缘 链 的 全 体 组 成 的 子 群 称 为 d 次 上 边缘 链 群 , 记 为 B?(2U;S).， 商 群 
Hi(U;S) = 2Z4(U;S)/BI(U;S) 称 为 层 S 关于 开 履 盖 24 的 gq 次 上 同调 
群 . 
上 同调 群 具 有 下 列 性 质 : 
(1) H?(U; S) =T(S). 事实 上 , 按照 定义 , 有 H?(U;S) = 2Z0(2U; S). 
对 fs 20(U; 5S), 我 们 有 
6f =0 < f(Ug) - f(UVo) = 6f(Ua, Ug)=0, V Ua,Ug EU 
< 全 fl(Up)|vsnvs = f(Ua)|vsnvs 
> 3i(f) eT(S), st. i(f)v, = Fa V Us EU. 
因此 就 得 到 了 映射 i: 2Z0(U; S) 一 T(S). 易 见 这 是 群 的 同 构 . 
(2) 设 yp :5 一 工 为 层 同 态 , 则 p 诱导 了 链 群 同 态 o* : C9(U; S) 一 
C9(U;T): 
(p* f)(Uo, DT iUa) 一 pof(Uo, U1, , Wa): 
易 见 , 5p*f = yp*6f, 因此 链 群 同 态 诱导 了 上 同调 群 的 同 态 
vp” : HU;S) — HY(U;T). 
(3) 上 同调 群 Ho(U;S) 和 开 有 覆盖 2 的 选取 有 关 . 如 果 ZU = {U6}， 
y= {Vi} 为 两 个 开 和 覆盖 ,并且 为 y 的 加 细 , 即 存 在 加 细 映 射 7 :2 一 
y, 使 得 Us C r(Ua). r 诱导 了 链 群 同 态 r* : C4(Y; 5S) 一 C9(U; SS): 
(Tf)(Uo, U1, ,Ua) = f(r(Uo), 7T(U1),* ,7T(UVa)). 
7* 和 5 可 交换 , 因此 诱导 了 群 同 态 六 : Hi?(Y;S) 一 H3(U; 5). 可 以 证 
明 : 
Q@ 群 同 态 r* 和 加 细 映 射 + 的 选取 无 关 . 事实 上 , 如 果 帮 和 都 
是 加 细 映 射 , 则 定义 映射 下 : C9(Y; 6) 一 C9-1(U;S) 如 下 : 
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(®f)(Uo, Ui, BA ;Ug=1) 
q—1 

< (—1)'f(n(UVo),n(U), WE ,T1(Ui), T2(Ui), Ta(Uit1), 人 ;Ug-1)): 
t=0 


可 以 验证 , 同 态 @ 满足 下 面 的 条 件 : 
rf—rf=60B— B06. 
因此 7* 和 7 诱导 出 相同 的 同调 群 同 态 . 

@ 群 同 态 7* : FI07;S) 一 H1(U;5) 为 单 同 态 ， 事 实 上 , 如果 
fe 2Z1(yY,S) 且 存 在 g es C0(U,S), 使 得 7*f = 6g, 则 我 们 可 以 找到 
he Co,S), 使 得 f = 6h. 任 取 VY 中 的 开 集 WW, 如 果 Uin Vs %， 
则 在 Ui Nn W 上 考虑 截面 g(0i) 一 f(Va,7T(0i)). 根据 6f = 0 易 见 , 当 
Ui;NVanU; 关 时 ,有 

g(Ui) — f(Va, T(Ui)) = g(U;) — f (Va, 7T(U;)). 
因此 , 存在 V。 上 的 截面 h(V), 使 得 h(Vo)|v,nv, = 9(Ui;)f(Va,7T(Ui)). 
这 样 我 们 就 定义 了 S 关于 开 禾 盖 的 0 维 上 链 h, 且 f= 6h. 

@ 如 果 p:sS 一 T 为 满 同 态 , 则 对 任意 ge C?02;7), 存在 7 的 
加 细 Wt 及 fe C4(U; 5S), 使 得 p*f = 7*g. 

现在 我 们 来 定义 与 开 覆 盖 无 关 的 上 同调 群 . 设 S 为 M 上 的 层 , 考 
虑 M 的 所 有 开 和 覆盖 , 令 


He(M;S) = 了 [me s) / 二 
Z4 


其 中 等 价 关系 ~ 定义 如 下 : [站 ee Be(CiS) ~ [9g] € H9(Y;S) 当 且 
仅 当 存在 开 和 覆盖 UV 和 ?7Y 的 公共 加 细 JW, 使 得 人 用 = 达 [ 加 ,其 中 
1:W 一 U 和 To:W 一 分 别 为 加 细 映 射 . 我 们 称 Hx(M;5S) 为 层 S 
的 gq 次 上 同调 群 . 

层 的 上 同调 群 具 有 下 列 性 质 : 

(1) H°(M;§) =T(S); 

(2) 商 映 射 i : 有 H1(U; S) 一 H1(M;5) 为 单 同 态 ; 

(3) 如 果 五 1(M; RR) = 0, 则 层 的 短 正 合 序列 

(Ry 
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诱导 了 交换 群 的 短 正 合 序列 
PR TS 二 TU 一 0 

一 般 地 , 给 定 层 的 短 正 合 序列 , 存在 连接 同 态 6* : Hi(M;7T) 一 

HI+1(M;R), 使 得 下 面 的 长 序列 是 交换 群 的 正 合 序列 : 
OS THR SGT Or HR SH 
i, 本 (MT SS HM;R) SS 

以 g = 0 为 例 , 我 们 考虑 连接 同 态 的 定义 . 给 定 je H?°(M;7T) = TT(7)， 
则 存在 M 的 开 履 盖 U 及 ga E Ll'(UoyS); 使 得 J = fos 因此 ， 在 
Ua Nn Ug 上 , j*(9e 一 ga) = 0. 这 说 明 , 存在 gae Ee FT(Ua Ug,R), 使 
得 i*gag = (ge 一 ga)lvusnvs， 由 i* 为 单 同 态 容易 看 出 , {gae} 定义 了 
尺 关于 开 履 盖 WU 的 一 个 1 次 闭 上 链 , 此 闭 上 链 代 表 了 Hi(U;R) 中 的 
一 个 上 同调 元 素 , 进而 在 商 映 射 i : H1(U;RR) 一 H1(M;RR) 下 代表 了 
H1(M;RR) 中 的 一 个 元 素 , 把 它 记 为 6*f. 不 难 验 证 , 这 是 定义 好 的 同 
态 ， 即 与 开 禾 盖 U 及 ga， ga6 的 选择 无 关 ， 并 且 有 Ker 0* = [rr 六 类 
似 地 , 虽然 复杂 一 些 , 我 们 也 可 以 定义 其 他 的 连接 同 态 并 验证 相关 的 正 
合 性 . 

由 层 的 上 同调 群 的 性 质 我 们 得 到 下 面 的 一 个 应 用 . 

引 理 4.4.2 。 设 工 为 黎 曼 曲面 M 上 的 全 纯 线 从 .如 果 商 群 
Hi'(M;Q(L)) = 0, 则 存在 因子 D, 使 得 L = 和 (DD). 

证 明 ”由 前 一 节 的 引 理 4.3.1, 任 给 pe M, 均 有 层 的 短 正 合 序列 

0 一 QZ) 一 8 人 ( 工 二 和 AD)) = 5p 一 0. 
由 假设 #1(M; Q(L)) = 0 就 得 到 群 的 短 正 合 序列 
FT 


因此 , dimTn( 工 + 和 Do)) > dimC = 1, 从 而 由 推论 4.2.4 即 知 存在 因子 
DD, 使 得 工 = 和 A(D). 口 

我 们 考虑 层 的 上 同调 群 的 其 他 一 些 简单 应 用 .首先 , 回顾 一 下 这 
样 一 个 问题 : 黎 曼 曲面 M 上 的 调和 函数 f 在 什么 情况 下 是 一 个 全 纯 函 
数 的 实 部 ? 为 了 求解 这 一 问题 , 取 M 的 一 个 局 部 坐标 覆盖 WU = {Us}. 
在 每 个 开 集 U。 上 , 存在 全 纯 函 数 he, 使 得 Re(h。) = flu,， 在 交集 
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Us NN Us 上 , Re(hs 一 ha) = 0, 因此 ha 一 ho 为 局 部 常 值 函 数 , 它 可 以 
看 成 平凡 层 C 在 Us Nn Vs 上 的 截面 . 于 是 我 们 就 得 到 了 平凡 层 C 关 
于 开 和 覆盖 的 一 个 1 次 上 链 , 记 为 i(f). 显然 , 这 是 一 个 闭 上 链 . 如 果 
i(f) = 59 为 上 边缘 链 , 其 中 9 为 0 次 上 链 , 则 在 Us Nn Us 上 , 我 们 有 
hg — ha = g8 — ga 

因此 , 存在 M 上 的 全 纯 函 数 h, 使 得 hlu, = ha 一 ga, 从 而 Re(h) 一 为 
M 上 局 部 常 值 的 调和 函数 . 通过 减 去 适当 的 常数 , 不 妨 设 Re(h) = f. 
这 说 明 , 这 个 问题 是 否 有 解 依赖 于 一 个 上 同调 群 的 阻碍 . 特别 地 , 如 果 
Hi(M;C) = 0, 则 问题 总 是 有 解 的 . 

其 次 , 我 们 考虑 非 紧 致 黎 曼 曲 面 上 的 Mittag-Leffler 问题 . 设 {pi} 
为 黎 曼 曲面 M 上 的 一 些 离散 点 , 在 每 个 点 p; 附近 给 定 一 个 有 限 和 
f= ajzi(z 为 局 部 坐标 ), 称 为 p; 处 的 主 部 . 所 谓 Mittag-Leffler 

j>1 
问题 就 是 : 是 否 存 在 M 上 的 亚 纯 函数 f, 使 得 在 每 个 p; 附近 f 一 fi; 均 为 
全 纯 函 数 ? 这 个 问题 的 解法 和 上 一 问题 类 似 , 先 取 M 的 一 个 局 部 坐标 
开 覆 盖 WU = {U6}, 则 在 每 个 VU。 上 , 存在 亚 纯 函数 ho, 使 得 当 p; e U。 
时 ，h。a 一 在 p; 附近 全 纯 , 并 且 除 {pi;} 外 hs 没有 别 的 极点 . 因此 ， 
在 UnVse 上 , hs 一 ho 为 全 纯 函 数 , 记 为 hag es O(Us Usa). 这 样 我 们 
就 得 到 了 全 纯 函 数 芽 层 O 关于 开 覆 盖 {Us。} 的 一 个 1 次 上 链 , 显然 它 
是 一 个 闭 上 链 . 如 果 它 是 上 边缘 链 , 则 存在 全 纯 函数 {g。}, 使 得 hs = 
9g6 一 ga 因此, 存在 M 上 的 亚 纯 函 数 h, 使 得 hly, = ha 一 ga. hh 即 
为 Mittag-Leffler 问题 的 解 . 特别 地 , 如 果 Hi(M;O) = 0, 则 Mittag- 
Leffler 问题 总 是 有 解 的 . 

最 后 , 我 们 考虑 全 纯 线 从 什么 时 候 同 构 于 平凡 线 从 的 问题 . 设 工 
为 黎 曼 曲面 M 上 的 全 纯 线 从 , {Us。} 为 局 部 平凡 化 开 覆 盖 ，{ faa} 为 
连接 函数 . 我 们 把 fo。 看 成 不 取 零 值 的 全 纯 函 数 芽 层 0* 在 Us nn U。 
上 的 截面 . 连接 函数 满足 的 条 件 (4.1) 意味 着 {faa} 决定 了 层 O* 关 
于 开 和 覆盖 {U6} 的 一 个 1 次 闭 上 链 . 如 果 它 是 上 边缘 链 , 则 存在 I 上 
的 非 零 全 纯 函 数 {f。}, 使 得 Jan = fa/fe. 由 本 章 84.1 的 推论 4.1.1 即 
知 工 同 构 于 平凡 线 从 . 特别 地 , 如 果 五 1(M;O*) = 0, 则 M 上 的 全 纯 
线 从 必 为 平凡 线 从 . 
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1. 考虑 黎 曼 球面 的 标准 坐标 覆盖 , 计算 在 此 覆盖 下 平凡 层 的 上 同 
调 . 

2， 验 证 由 开 覆 盖 的 加 细 诱 导 的 上 同调 群 的 同 态 不 依赖 于 加 细 映 
射 的 选取 . 

3. 验证 由 加 细 映 射 诱导 的 层 的 1 次 上 同调 群 之 间 的 同 态 是 单 同 

4， 试 给 出 由 层 的 短 正 合 序列 诱导 出 的 上 同调 群 的 长 正 合 序 列 中 
连接 同 态 的 定义 , 并 考虑 相应 的 正 合 性 . 

5. 利用 层 的 上 同调 的 思想 解 下 面 的 问题 : 在 黎 曼 曲面 M 上 给 定 
处 处 非 零 的 全 纯 函 数 g, 是 否 存 在 全 纯 函数 f, 使 得 ef = g? 


84.5 上 同调 群 的 计算 


从 层 的 上 同调 群 的 定义 可 以 看 出 , 一 般 来 说 要 计算 出 层 的 上 同调 
群 是 比较 困难 的 . 本 节 考 虑 一 些 特 殊 情 形 , 并 讨论 层 的 上 同调 群 和 其 
他 上 同调 群 之 间 的 联系 . 

定义 4.5.1 设 S 为 黎 曼 曲面 M 上 的 层 , WW = {Wa}aer 为 
M 的 一 个 局 部 有 限 ( 即 每 个 点 只 属于 有 限 个 开 集 ) 的 开 履 盖 . 如 果 
da :S 一 6S 为 层 的 自 同 态 , 且 满 足 条 件 : 

(i) 任 给 a ET, 存在 闭 集 K。 C Wo, 使 得 当 m 4 Ka 时 , $a|s,, = 0; 

(ii) >_ $a = idls, 


则 称 {94} 为 从 属于 开 履 盖 W 的 单位 分 解 . 如 果 对 于 每 一 个 局 部 有 限 
的 开发 盖 , 都 存在 满足 上 述 条 件 的 单位 分 解 , 则 称 S 为 强 层 . 

例 4.5.1 . 强 层 的 例子 . 

我 们 注意 到 , 黎 曼 曲面 的 任何 开 履 盖 都 有 局 部 有 限 的 加 细 ; 对 于 黎 
曼 曲 面 的 一 个 局 部 有 限 的 开 和 覆盖 W = {Ws}, 存在 从 属于 它 的 单位 分 
解 {f4}, 即 六 为 支 集 在 W。 内 的 光滑 函数 , 且 这 些 光滑 函数 的 和 为 1. 
由 此 我 们 可 以 知道 , 光滑 函数 的 芽 层 , p 形式 层 , (p,q) 形式 层 , 工 值 的 
(p,q) 形式 层 等 均 为 强 层 . 以 工 值 的 p 形式 层 为 例 , 给 定 光滑 函数 f。， 
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令 pa : S?(L) 一 S?(L) 为 


“(| “es ) = BB jieai ， 


2 了 

其 中 wi; 为 局 部 p 形式 , si 为 工 的 局 部 截面 , 则 {9。} 即 为 层 Sz( 工 ) 关 
于 开 和 覆盖 WW 的 单位 分 解 , 从 而 Sz(Z) 为 强 层 . 

例 4.5.2 不 是 强 层 的 例子 . 

全 纯 函 数 的 芽 层 , 全 纯 线 从 工 的 全 纯 截 面 层 等 不 是 强 层 . 以 M 上 
全 纯 函 数 的 芽 层 为 例 , 设 $5 : O 一 O 为 层 同 态 , 并 且 存 在 开 集 U, 使 得 
9([flp) = 0,vVpeU. 如 果 U 产 MM, 则 在 U 的 边界 上 任 取 一 点 qo, 任 给 
qo 附近 的 全 纯 函 数 g, 存在 go 附近 的 全 纯 函 数 h, 使 得 $([g]ja,) = [hja. 
事实 上 , 在 go 附近 , h = 6$og, 9$([9]a) = [ha. 因此 , h 在 go 附近 的 某 个 
开 邻 域 上 为 零 , 从 而 h 在 go 附近 恒 为 零 . 这 说 明 , 在 U 的 边界 附近 $ 
为 零 . 由 此 容易 看 到 , $ 是 恒 为 零 的 层 同 态 . 这 说 明 层 O 上 不 存在 从 
属于 一 个 非 平凡 开 和 覆盖 的 单位 分 解 , 因而 它 不 是 强 层 . 

例 4.5.3 平凡 层 和 摩天 大 厦 层 . 

平凡 层 Z, R, C 等 不 是 强 层 , 摩天 大 厦 层 是 强 层 . 对 于 平凡 层 , 以 
M x C 为 例 , 不 难看 出 , 任何 层 同 态 %: M x C 一 M x C 均 可 写 为 


pm,a)=(m,c:a), vmeEeEM, aeEcC， 


其 中 c 是 与 m 无 关 的 复数 . 这 说 明 , 平凡 层 M x C 上 不 存在 从 属于 
一 个 非 平凡 开 帮 盖 的 单位 分 解 , 因而 它 不 是 强 层 . 

对 于 摩天 大 厦 层 , 以 5S, 为 例 , 设 S, 在 p 处 的 茎 为 交换 群 G, 其 
他 点 处 的 茎 为 零 . 任 给 一 个 局 部 有 限 的 开 有 覆盖 {Ws}, 设 pe Wo,, 考 
虑 层 的 恒 同 同 态 $a, : 5 一 6b. 当 a 关 ao 时 , 令 层 的 同 态 加 为 零 同 
态 , 则 {84} 为 从 属于 开 和 覆盖 {Ws} 的 单位 分 解 , 因此 5, 为 强 层 . 

强 层 的 上 同调 群 具 有 如 下 性 质 : 

定理 4.5.1 如 果 S 为 强 层 , 则 Hi(M;S)==0,Vg>1i. 

证 明 ”以 g = 1 为 例 , 其 他 情形 完全 类 似 ， 任 取 M 的 开 和 覆盖 
2 = {Ua}, 因为 总 存在 局 部 有 限 的 加 细 , 故我 们 可 以 假设 U 就 是 局 部 
有 限 的 . 设 fs C1(U; 5S), 6f = 0, 我 们 来 证 明 存在 ge C?(U; S), 使 
得 f = 5g. 事实 上 , 设 {9。} 为 从 属于 U 的 层 S 的 单位 分 解 , 定义 
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g € CU;S) 如 下 : 
g(Ua) py 9 (f (Uy, Wa))s 
了 


其 中 py o (f(Dw,Ua)) 原本 属于 T(S, Uy Ua), 但 可 以 通过 零 延 拓 视 为 
FT(S,Va) 中 的 元 素 . 我 们 有 


dg(Ua, Ug) = g(UBg) — g(Ua) 
= 2 [oo (f (Uy, U8)) — By o (f (Uy, Ua))] 


-Tool FE 


= 3 py o (f(Uas Ua)) 


三 f(Us:; Ua), 
因此 f = 59. 这 说 明 , 对 于 局 部 有 限 的 开 覆 盖 U, 有 H1(U;S) = 0. 根 
据 层 的 上 同调 群 的 定义 , 有 Hi'(M; S$) = 0. 口 


如 果 层 的 短 正 合 序列 中 含有 强 层 , 则 由 上 述 定 理 可 知 , 层 的 短 正 
合 序列 诱导 的 层 的 上 同调 群 的 长 正 合 序列 可 以 分 解 为 许多 短 的 正 合 序 
列 . 我 们 可 以 利用 这 一 点 来 研究 层 的 上 同调 群 的 一 些 性 质 . 
定义 4.5.2 设 S 为 黎 曼 曲面 M 上 的 层 . 如 果 存 在 强 层 {Siji>o 
及 层 的 同 态 正 合 序列 
038 才 1 


则 称 层 S 存在 强 层 分 解 , 并 称 此 正 合 序列 为 S 的 一 个 强 层 分 解 . 

例 4.5.4 层 的 正 合 性 与 Poincaré 引 理 . 

设 M 为 黎 曼 曲面 , d 为 外 微分 算 子 , 则 d 诱导 了 层 的 同 态 序列 

站 

下 面 来 说 明 这 是 层 的 正 合 序列 . 以 d : S1 一 S2 为 例 , 设 [wj], € Kerd, 
则 [dw] = 0. 这 说 明 w 在 m 附近 为 闭 形式 . 由 Poincaré 引 理 知 ,w 在 
m 附近 为 恰当 形式 , 即 [ww e Imd. 同 理 , d : S1 一 5? 为 满 同 态 . 这 
说 明 平 凡 层 C 存在 强 层 分 解 . 从 证 明 的 过 程 我 们 也 可 以 看 到 ， 上面 的 
层 的 正 合 性 与 Poincaré 引 理 是 等 价 的 . 
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定理 4.5.2 (de Rham 定理 ) 设 S 为 黎 曼 曲面 M 上 的 层 . 如 


果 S 存在 强 层 分 解 
和 


》 


6 一 TB 一 TS TsTISI Bs... 
为 诱导 同 态 序列 , 则 有 和 群 的 同 构 
HI(M;S) SE Kerd:/Imd: 1, Vgqzl. 
证 明 令 2 = Kerdp, 则 有 层 的 短 正 合 序列 
0 
和 
这 些 短 正 合 序列 诱导 了 上 同调 群 的 正 合 序列 , 例如 
OT(8) 二 TB Ss TO — HOM:S) -0 
0= Hi(M; S60) 一 Hi'(M; 21) 一 万 2(M;S) 一 0， 


0 一 TU 一 TS 二 P(2 EM; 区) 一 0 


(4.7) 
(4.8) 
(4.9) 


其 中 对 于 强 层 5,, 我 们 用 到 了 定理 4.5.1 的 结论 . 从 这 些 正 合 序列 中 我 


们 得 到 


H!'(M;S§) ST(Z1)/Im ds; = Kerd?/Imd;, 


H’2(M;S§) ¥ Hi(M; 21) ST(Z2)/Imd? = Kerd; /Imd:. 


当 g > 2 时 , 可 以 用 类 似 的 办 法 证 明 
H(M;S) S Kerd:/Imd:_. 
根据 前 例 我 们 得 到 如 下 推论 : 
推论 4.5.3 设 M 为 黎 曼 曲面 , 则 有 群 同 构 
HI(M;C) SE HIA(M;C), Vaz0, 


其 中 上 式 左 边 为 层 的 上 同调 群 , 右边 为 复 系数 的 de Rham 上 同调 群 . 


证 明 当 g=0 时 ， 
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HO(M;C) =T(C) = {M 上 的 局 部 常 值 函数 } = H9a(M;C). 

当 g > 1 时, 直接 用 上 面 的 de Rahm 定理 即 可 . 口 

特别 地 , 当 gq > 2 时 , 平凡 层 C 的 上 同调 群 Hx(M;C) = {0}. 我 
们 注意 到 , 平凡 层 C 的 强 层 分 解 是 由 外 微分 算 子 d 及 Poincaré 引 理 给 
出 的 . 现在 我 们 给 出 C 的 另 一 个 强 层 分 解 . 在 第 二 章 82.2 中 , 我 们 定 
义 了 算 子 5 : 4? 一 4A?1+1. 如 果 考 虑 微分 形式 的 类 型 , 则 由 定义 , 6 将 
(p,q) 形式 上 映 为 (p,g 十 1) 形式 , 即 5 : A?9 一 429+1. 因为 如 =0, 与 
de Rham 上 同调 群 类 似 , 我 们 定义 


HS"(M) = {w € M99 18 =0}/{Bn ne pe 
称 为 (p,q) 次 的 Dolbeault 上 同调 群 . 


与 Poincaré 引 理 类 似 , 关于 算 子 5, 我们 有 下 面 的 Dolbeault 引 理 . 
引 理 4.5.4 (Dolbeault 引 理 ) 设 f Te C 上 具有 紧 支 集 


的 光滑 函数 , 则 存在 C 上 的 光滑 函数 g, 使 得 9 = 


证 明 设 z=z+V-ly 为 C 上 的 复 坐 标 . 定义 函数 9 如 下 : 


1 f(z 
g(w) = 2 让 2) gy A qs = 4 gody, 米 
这 是 一 个 奇异 积分 , 我 们 先 来 说 明 它 的 定义 是 恰当 的 . 事实 上 , 令 
2 一 全 十 公 二 也 十 re 记 ， i= V 一 |， 


则 


g(w) = a fw t+) dg = fl(w+reid)e-iodrdg. 
上 式 右 边 为 普通 积分 , 因此 容易 看 出 9 是 定义 好 的 光滑 函数 , 且 
忆 1 Of (w+u) 1 时 
而 WV 


Of (w+ wu) 中 
了 du du. 
-i i 


设 De 是 以 原点 0 为 中 心 , e 为 半径 的 圆 盘 , 则 


ME 


O Of(w++u)l1 
671 oy 于 C_D。 Ou 


0 nih lL 


zd JAW LT 


sh 二 a(t) A 
加 ea a) A 
-lm a Mt a 

= tm ft ec) 

= f(w). 


在 上 面倒 数 第 三 个 等 号 后 我 们 用 到 了 Stokes 积分 公式 . 

引 理 4.5.5 (Dolbeault 引 理 )” 设 M 为 黎 曼 曲 面 , w 为 1M 的 
开 集 U 上 的 (p,g) 形式 , 9 > 1, 则 对 任意 m e U, 存在 m 的 开 邻 域 
VCU 及 V 上 的 (p,q 一 1) 形式 ,使 得 w= On. 

证 明 ”不 失 一 般 性 , 可 以 假设 M = C, m 为 原点 0. 我 们 只 需 考 
虑 w = hdz 及 w = hdz 入 dz 这 两 种 情形 即 可 . 以 前 者 为 例 , 在 原点 0 
附近 取 光 滑 的 截断 函数 由 使 得 在 0 附近 $ = 1, 在 U 的 边界 附近 9 
恒 为 零 . 令 f = 9.h, 通过 零 延 拓 ， CO 
函数 . 由 引 理 4.5.4 知 , 存在 C 上 的 光滑 函数 9, 使 得 9 = = f. 此 时 ， 
在 0 附近 有 

6g= sd = fdz = 6.hdz = hdz. 

对 于 后 一 种 情形 , 证 明 完 全 类 似 . 口 

如 同 Poincaré 引 理 导出 C 的 强 层 分 解 那样 , 由 Dolbeault 引 理 我 
们 立即 可 以 导出 下 面 的 层 的 短 正 合 序列 : 

1 


0 一 0Q1 ,610 2 6 Si 6 
它们 分 别 是 全 纯 函 数 芽 层 O 和 全 纯 1 ee % A 因此 ， 
根据 de Rham 定理 , 我 们 得 到 


te 


定理 4.5.6 (Dolbeault 定理 ) ”在 黎 曼 曲 面 M 上 , 有 如 下 上 同调 

群 的 同 构 : 
H'(M;O)S H3" (M), H'(M;Q) H3" (M). 
HY(M;O)= HY(M:;Q!) = 0,g¥2. 

在 前 一 节 , 我 们 用 层 的 上 同调 群 来 解 Mittag-Lefaer 问题 的 时 候 发 

现 , 如 果 
H'(M;O) =0, 

则 黎 曼 曲面 M 上 的 Mittag-Leffler 问题 总 有 解 . 作为 应 用 , 我 们 考虑 
C 中 连通 开 集 上 的 Mittag-Leffler 问题 . 为 此 , 我 们 需要 如 下 的 Runge 
逼近 定理 (证 明 见 参考 文献 [2]): 

定理 4.5.7(Runge 台 近 定理 ) 设 天 为 C 中 的 紧 致 集合 UDK 
为 开 集 , 则 下 面 两 条 是 等 价 的 : 

(i) 每 个 在 K 的 某 个 邻 域 内 全 纯 的 函数 , 都 可 以 用 U 上 的 全 纯 男 
数 在 KK 上 一 臻 逼近 ; 

(ii) U 一 KK 的 每 一 个 连通 分 支 在 U 内 的 闭 包 是 非 紧 的 . 

利用 Dolbeault 定理 , 我 们 证 明 C 中 任何 区 域 上 的 Mittag-Lefaer 
问题 总 是 有 解 的 . 

定理 4.5.8 如果 M 为 复 平面 C 中 的 区 域 , 则 五 !(M;O) = 0. 

证 明 ”根据 Dolbeault 定理 , 我 们 只 需 证 明 : 任 给 M 上 的 光滑 函 
数 /总 存在 光滑 函数 9, 使 得 5-9 = f. 事实 上 , 因为 M 为 连通 开 集 ， 
由 点 集 拓扑 的 知识 可 以 找到 MM 的 紧 致 穷竭 , 即 一 列 紧 致 子 集 {K;}, 使 
得 

(DM=| EE 


(2) Ki 包含 于 Ki 的 内 点 集中 ; 

(3) M 一 Ki 的 连通 分 支 在 M 内 的 闭 包 非 紧 . 

由 Runge 逼近 定理 , {K;} 还 满足 条 件 : 

(4) 如 果 f 是 在 K; 的 邻 域内 全 纯 的 函数 , 则 存在 M 上 的 全 纯 函 
数列 {所 }, 使 得 { 扩 } 在 K; 上 一 致 收敛 到 . 

在 M 上 取 一 列 光滑 截断 函数 w, 使 得 yi|k,,, =1. 令 
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1, 1 一 1， 
= 
Wii 全 交 而 


则 gi|k, 三 0, 且 2 二 1. 由 Dolbeault 引 理 知 , 存在 C 上 的 光滑 函 


数 gi 使 得 32 一 w .7 因为 pi. flie =0, 放 gj 在 开 ; 的 某 个 人 


内 是 全 纯 函 数 . 由 上 面 的 (4) 可 知 , 存在 M 上 的 全 纯 函 数 hi, 使 得 在 
K;_1 上 满足 |g; 一 hi| < 27i. 定义 


9 = 2 (9i— hs). 
i=1l1 
对 于 每 个 固定 的 i, 在 K; 上 , 有 


也 co 


9g=>》 (gi—hi)+ >》 (gi— hs). 


j=1 和 一 计 1 
上 等 式 的 右边 第 二 项 在 K; 上 一 致 收敛 , 且 在 K; 上 光滑 , 因此 9 为 C 
上 的 光滑 函数 ， | Ki 上 , 有 


0g _ Oa 和 让 
2 Bt “2 于 = 天 
所 以 ,在 M 上 有 她 g 一/ 0 


设 工 为 黎 曼 曲面 M 上 的 全 纯 线 从 , 由 于 算 子 5 可 以 自然 地 定义 
在 工 值 微分 形式 上 , 因此 可 以 对 Dolbeault 引 理 和 Dolbeault 定理 做 
相应 的 推广 . 记 Qo%(L) = Q(L) 为 工 的 全 纯 截 面 芽 层 , Q1(Z) 为 工 值 
全 纯 (1,0) 形式 芽 层 , SP4(Z) 为 工 值 光滑 (p,q) 形式 芽 层 . 现在 我 们 
来 定义 算 子 9 : S?4(L) 一 S79+1(L). 任 取 me M, 在 m 附近 定义 的 
工 值 (p,q) 形式 是 形 如 》 wis; 的 有 限 和 , 其 中 wi 为 局 部 (p,q) 形式 ， 


s; 为 工 的 局 部 截面 . 在 m 附近 , 全 纯 线 从 L 有 局 部 平凡 化 , 因此 存在 
m 附近 的 处 处 非 零 的 全 纯 截 面 。 每 个 s; 均 可 表 为 s; = fis, 其 中 
为 局 部 光滑 函数 , 因此 


> Ci 本 三 > fiwWis = ws. 
i i 


Ue 


我 们 定义 
5( 并 ssj 一 (5w)s. 
这 个 定义 是 恰当 的 . 事实 上 , 如 果 另 有 局 部 处 处 非 零 的 全 纯 截 面 t, 并 且 
》 uisi 3 nt, 则 存在 全 纯 函 数 把 使 得 t= 关 “5, 因而 WW 二 f7. 对 于 全 
纯 函数 f, 6f = 0, 因此 
(Bw)s = (6fn)s = f(6n)s = (On)t. 


这 说 明 6 : S?'4(L) 一 5S?.4+1(L) 是 定义 好 的 层 同 态 , 并 且 有 短 正 合 序 
列 
0 — NL) 一 SL) BS SL) = 0, 
0 — QU(L) —» SH(L) SB S11(L) 一 0， 
它们 分 别 是 Qo%(L) 和 QI1(Z) 的 强 层 分 解 . 根据 de Rham 定理 , 我 们 有 
定理 4.5.9 (Dolbeault 定理 ) 设 工 为 黎 曼 曲面 M 上 的 全 纯 线 
从 , 则 有 如 下 上 同调 群 的 同 构 (p,q > 0): 


HI(M,9?(L)) 衬 {的 闭 工 值 (p,q) 形式 }/{0 的 恰当 工 值 (p,q) 形式 }. 
特别 地 , 当 p 十 gq > 2 时 , HY(M, 0?(L)) = {0}. 
习 题 4.5 


. 证 明 : 全 纯 线 从 工 的 全 纯 截 面 层 不 是 强 层 . 

. 证 明 : 如 果 G 为 非 平凡 交换 群 , 则 平凡 层 M x G 不 是 强 层 . 
. 证 明 : 对 于 任意 因子 DD, 摩天 大 厦 层 Sp 是 强 层 . 

. 补充 证 明 强 层 的 高 阶 上 同调 群 都 是 平凡 的 . 

. 设 M = 了 DD 或 C, 利用 层 的 短 正 合 序列 


0—Z— 0O0—0*—0 


DO- 


证 明 Hi1(M;Z) = {0}. 
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84.6 Euler 数 


本 节 继 续 用 层 的 上 同调 群 理论 来 研究 黎 曼 曲面 上 的 全 纯 线 从 . 为 
了 下 面 例子 的 需要 , 我 们 先 考虑 复 平面 C 上 具有 紧 支 集 的 de Rham 上 
同调 群 . 设 w 为 C 上 的 pz 形式 , 如 果 其 支 集 suppw = {zeEC|w(z) 关 0} 
为 紧 致 集 , 则 称 w 为 具有 紧 支 集 的 p 形式 . 记 具 有 紧 支 集 的 p 形式 的 
全 体 为 42(C). 显然 , 外 微分 算 子 d : 42(C) 一 4p+1(C) 仍 为 线性 算 子 . 
令 


H?(C) ={ 具 有 紧 支 集 的 闭 p 形式 }/{ 具 有 紧 支 集 的 恰当 p 形式 }， 


称 为 C 的 紧 支 集 p 次 de Rham 上 同调 群 . 
引 理 4.6.1 2 次 de Rham 上 同调 群 H2(C) 同 构 于 C. 
证 明 ”定义 映射 %: 42(C) 一 C 如 下 : 


p(w) = 了 w, VweA2(C). 


如 果 w= w' 十 dn, n € Al(C), 则 由 Stokes 积分 公式 知 1 w 一 Lv 

因此 y 诱导 了 同 态 办 : H2(C) 一 C. 下 面 说 明 p* 实际 上 是 同 构 . 首 

先 , 显然 办 是 满 射 . 为 了 说 明 它 是 单 射 , 只 要 证 明 : 如 果 [ 二 0, 则 
Cc 


存在 具有 紧 支 集 的 1 形式 n, 使 得 w = dn. 这 实际 上 是 具有 紧 支 集 微 
分 形式 的 Poincark 引 理 . 
现在 设 xz = xz 十 V-1y 为 C 上 的 复 坐 标 , 则 w = /ftz,y)dzAdy, 其 


中 /为 C 上 具有 紧 支 集 的 光滑 函数 , 且 fdzdy = 0. 在 恨 上 取 具 有 
C 
紧 支 集 的 光滑 函数 使 得 上 由 三 二 毒 
及 


| fT waslay- (ftwas)][ /wldau)ay 
— W(x )[f fi f(s,t)dsdt| ae 


则 7 为 具有 紧 支 集 的 1 形式 , 且 w = dn. 


ml 


从 这 个 引 理 我 们 得 到 关于 紧 致 黎 曼 曲面 的 如 下 有 用 推论 : 
推论 4.6.2 设 M 为 紧 致 连通 黎 曼 曲面 , 则 H3n(M;C) 宏 C. 
证 明 ”定义 映射 几 : H3a(M;C) 一 C 为 


wo) = / 
由 Stokes 积分 公式 知 这 是 定义 好 的 同 态 , 并 且 显 然 是 满 同 态 . 为 了 说 
明 少 为 同 构 , 只 要 证 明 : 如 果 w 为 2 形式 , 且 人 = 则 存在 1 形 
式 使 得 w = dn. 事实 上 , 利用 单位 分 解 , 我 们 首先 可 以 把 w 写 为 2 
形式 的 有 限 和 w = 》、wi, 其 中 每 个 wi 的 支 集 均 包含 于 某 个 坐标 邻 域 


奈 内 . 当 丈 nm 功夫 避 时 , 根据 引 理 4.6.1 的 证 明 不 难看 出 ，ww 和 ww 
分 别 等 价 于 支 集 包含 于 Ui nv 中 的 2 形式 . 因此 wi 均等 价 于 一 个 轩 
定 坐标 邻 域内 的 2 形式 . 再 一 次 利用 引 理 4.6.1 就 知道 w 为 M 上 的 
恰当 形式 . 口 

现在 我 们 考虑 黎 曼 曲面 M 上 的 这 样 一 些 层 , 它们 的 茎 均 为 复线 
性 空间 . 设 6 为 一 个 这 样 的 层 , 其 上 同调 群 都 是 有 限 维 的 复线 性 空间 ， 
并 且 次 数 充分 高 时 , 对 应 的 上 同调 群 为 零 . 我 们 定义 一 个 形式 和 


X(S) = >,(-D)" dim 再 (Mi;S)， 
q=0 


称 为 层 S 的 Euler 数 . 对 于 工 值 全 纯 p 形式 芽 层 Q?(L), 其 Euler 数 
记 为 x?(L). 特别 地 , 当 p=0 时 , 也 记 x(L) = x?(L). 

例 4.6.1 平凡 层 的 Euler 数 . 

考虑 紧 致 黎 曼 曲面 M 上 的 平凡 层 C. 由 de Rham 定理 和 刚才 的 
推论 , 有 


X(C) = 2 (-D" dim HM;C) 


» 1 


= (—1) dim Hin(M;C) = 2— 29, 


~ 
© 


其 中 9 为 M 的 亏 格 . 我 们 也 记 x(M) = x(C), 称 为 曲面 M 的 Euler 
数 . 
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例 4.6.2 紧 致 黎 曼 曲面 M 上 全 纯 函 数 芽 层 的 Euler 数 . 

考虑 全 纯 函 数 芽 层 O 的 Euler 数 . 我 们 先 说 明 dim Hi(M;O) = 9， 
其 中 g 为 M 的 亏 格 . 由 Dolbeault 定理 , 有 Hi(M;O) 兰 H3""(M)， 
此 只 要 说 明 dim #5"(M) = 9 就 行 了 . 事实 上 , 任 给 (0,1) 形式 w, 由 
Hodge 定理 知 , 存在 分 解 

Ww = wh + df + *dg, 
其 中 wn 为 M 上 的 调和 1 形式 , f, 9 为 光滑 函数 . 考虑 等 式 两 端的 
(0,1) 分 量 , 有 
Ww = 中 十 5(f+V=-19)， 
其 中 we 无 . 不 难看 出 , 这 种 形式 的 分 解 是 唯一 的 , H3"(M) 和 元 自 
然 同 构 , 因此 dim 五 (M) = dim7t = 9. 这 说 明 
X(O) = dim H°(M;O)— dim Hi'(M:;0O)=1— 5g. 
例 4.6.3 摩天 大 厦 层 的 Euler 数 . 


设 D 为 黎 曼 曲面 M 上 的 有 效 因子 , 我 们 考虑 摩天 大 厦 层 Sp 的 
Euler 数 . 在 前 面 我 们 已 经 知道 Sp 为 强 层 , 并 且 T(Sp) 多 oC 


C4D), 因此 
X(SD) = (—1)” dim H®(M:; S$D) 


dg 一 0 
= dim H°(M; Sp) = dimT(Sp) = d(D). 


Euler 数 的 一 个 有 用 的 性 质 是 对 于 短 正 合 序列 满足 下 面 的 恒等式 . 

引 理 4.6.3 设 0 一 Si 2 S 岂 Si 0 为 层 的 短 正 合 序列 .如 
果 对 于 此 序列 中 任何 两 个 层 , 其 Euler 数 均 有 定义 , 则 另外 的 第 三 个 层 
的 Euler 数 也 有 定义 , 且 

X(S2) = Xx(S1) + Xx(S3). 
证 明 ” 层 的 短 正 合 序 列 诱导 了 上 同调 群 的 长 正 合 序列 
Hi-1(M;§3) SS Hi(M;S1) SS Hi(M;S;) © Hi(M:;S;) 
了 二, Hiti(M:;S) 一 。， 


a 


所 以 有 如 下 的 维 数 估计 : 
dim H’'(M; $1) < dim H’'-!(M:; $3) + dim H’'(M; $»), 
dim H’°(M; §2) < dim H’(M; $1) + dim H’(M:; 58;), 
dim H’(M; 53) < dim Hi(M; $2) + dim H’'+1(M:; $1). 
因此 , 如 果 对 于 其 中 任何 两 个 层 , 其 Euler 数 均 有 定义 , 则 另外 的 第 三 
个 层 的 Euler 数 也 有 定义 . 进一步 , 有 
dim H’'(M;S1) = dim 6*H’-!(M; S53) + dima”* H’'(M:;5S1), 
dim H’'(M; $2) = dim o* H’'(M;S1) + dim PB*H’(M:; 65;), 
dim H’'(M; 53) = dim 6*H’(M; 53) + dim 8* H'(M; $2). 
由 Euler 数 的 定义 , 有 
X(S1) — X(S2) + Xx(S3) 


A [((—1)’ dim 6*H® 1(M; $53) + (—1)’ dim o* H’(M; 1)| 


二 
WE 
Ee 
BS 
s 
忌 
全 
各 
Ee 
3 
TD 
对 
立 
Kg 


=0. 

这 就 证 明了 x(S2) = x(S1) + X(Ss). 上 

现在 我 们 将 84.4 中 的 引 理 4.4.2 做 一 点 推广 . 

引 理 4.6.4 设 工 为 紧 致 黎 曼 曲面 M 上 的 全 纯 线 丛 . 如 果 

dim Hi1(M; Q(L)) < %, 

则 存在 因子 D, 使 得 工 = 和 (DD). 

证 明 ”由 引 理 4.2.5 知 

dim H°(M:; OQ(L)) = dimThn,(L) < oo. 
因此 , 由 引 理 的 假设 我 们 知道 工 的 Euler 数 x(L) 是 可 以 定义 的 . 任 取 
p E M, 考虑 层 的 短 正 合 序列 
0 一 (了 一 有 (大 十 AD)) 一 Snp 一 0. 
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由 引 理 4.6.3 我 们 就 得 到 等 式 
X( 卫 十 和 AD)) = Xx(L) + Xx(Snp) = X(Z) + d(np) = x(L) +n. 
当 n 充分 大 时 , 必 有 x(L 十 和 (np)) > 0, 此 时 有 
dimTh(L + A(D)) 2 x(L+ Anp)) > 0. 
利用 推论 4.2.4 就 知道 存在 因子 DD, 使 得 L = A(D). 口 
从 引 理 4.6.4 的 证 明 过 程 我 们 还 可 以 看 到 , 对 任何 有 效 因子 D 均 


有 
x(A(D)) = x(O0) +d(D)= (1— 9)+d(D). 
对 于 一 般 的 因子 D, 把 它 写成 两 个 有 效 因子 之 差 D = Di - Do, 则 有 
X(ALD))=X(ACDi)) — d(D;) 

=(1—9)+d(Di)— d(D;) 

=(1— 9g)+d(D). (4.10) 
在 下 一 章 中 我 们 将 说 明 上 式 实际 上 是 Riemann-Roch 定理 的 另 一 个 表 
现形 式 . 

在 下 一 章 中 , 利用 关于 全 纯 线 从 的 Hodge 定理 可 以 证 明 , 对 于 紧 
致 黎 曼 曲面 M 上 的 任何 全 纯 线 丛 工 , 均 有 dim Hi(M;Q(L)) < co. 这 
说 明 , 紧 致 黎 曼 曲面 上 的 全 纯 线 从 类 群 和 因子 类 群 是 同 构 的 , 即 : 

定理 4.6.5 ”对 于 任意 紧 致 黎 曼 曲面 , 均 有 群 同 构 入 :了 一 人. 


习 题 4.6 


1. 证 明 : H4(C) = 0,g = 0,1. 
2. 考虑 层 的 正 合 序列 
0 一 91 一 92 o.oo 6n_1 = Sn = 0. 


证 明 : 如 果 这 些 层 的 Euler 数 都 有 定义 , 则 
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3. 证 明 : 设 0 一 5 一 60 一 S1 一 .… 为 层 S 的 强 层 分 解 , 则 当 
Xx(S) 有 定义 且 求 和 》 (-1jidimT(Si) 有 意义 时 , 有 


x(S) = > (-1) dimT(S;). 
i=0 


4. 设 5 为 黎 曼 曲面 M 上 的 层 . 对 于 M 的 开 覆 盖 U 定义 形式 和 
X(U;S) = 》 (1)" dim Ha(U;S). 证 明 : 当 求 和 有 意义 时 , 有 


q>0 
X(U;S) = >_ (1) dim C%(U;S). 
gq=0 
5. 证 明 : 对 于 紧 致 黎 曼 曲面 上 的 任何 全 纯 线 从 L 和 因子 D, 均 有 
x(L+AD)) = x(L) + ad(D). 


6. 证 明 : 黎 曼 球 面 S 上 的 全 纯 线 从 群 同 构 于 整数 群 Z. 
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在 前 一 章 中 , 我 们 介绍 了 几 种 上 同调 群 . 本 章 我 们 将 引入 Hermite 
度量 并 讨论 歼 曼 曲面 和 全 纯 线 从 的 几何 性 质 , 内 容 包 括 线 从 上 第 一 陈 
类 , Hodge 定理 及 Serre 对 偶 定 理 和 消 没 定理 等 , 并 给 出 Riemann-Roch 
公式 的 另外 一 个 证 明 . 


85.1 Hermite 度量 


首先 回顾 一 下 Hermite 内 积 的 概念 . 设 V 为 复线 性 空间 . 如 果 映 
射 (,.):V xV 一 C 满足 条 件 : 

(1) (Mv1 十 pa) = A(UlU) 十 AU) YVAN EC, v1,v2,WwW EV; 

(2) (v, Ww) = (w, v); 

(3) (v,v) > 0, 等 号 成 立 当 且 仅 当 ，w = 0， 
则 称 此 映射 为 了 上 的 一 个 Hermite 内 积 . 此 时 , 在 V 的 对 偶 空 间 V* 
上 也 有 自然 诱导 的 Hermite 内 积 . 

定义 5.1.1 设 M 为 歼 曙 曲面 ， ThjM 为 其 全 纯 切 丛 ， 如 果 在 
每 个 全 纯 切 空间 TonAM 上 都 指定 一 个 Hermite 内 积 h(p) = (,…)p, 并 
且 任 给 全 纯 切 从 的 两 个 光滑 截面 XX1, XX2, M 上 的 函数 h(Xi,X2): p 中 
(Xi1i(D),X2(D))p 为 光滑 函数 , 则 称 岂 为 M (或 T,M) 上 的 一 个 Hermite 
度量 . 


设 为 Hermite 度量 , Ua 为 任意 局 部 坐标 邻 域 , 坐标 函数 为 zw = 


Pr = 记 到 = sse), 则 hs 为 Vs。 上 的 正光 滑 函 数 . 在 
U。。 上, 我 们 将 h 写 为 

h= hadza ® tz. (5.1) 
如 果 向 量 场 X,Y 分 别 有 局 部 表示 X -ww -yy 六 -2 , 则 


Oze Ov 
六 和 


人 


特别 地 , 如 果 Us Us 关 2, 则 在 VU。 Nn Us 上 ,有 
0 0 

Dsu @ Oz 0 
Re ee 
Ozal h 5.2 
Ba) he (5.2) 
反之 , 如 果 存 在 一 族 正 的 光滑 函数 {h。} 满足 条 件 (5.2), 则 利用 (5.1) 
式 就 定义 了 M 上 一 个 Hermite 度量 . 我 们 将 {ha} 称 为 Hermite 度量 
h 的 局 部 表示 . 

给 定 Hermite 度量 h 及 其 局 部 表示 , 我 们 在 VU。 上 定义 (1,1) 形 
式 如 下 : 


一 全 had 太一 
由 (5.2) 式 易 见 , 在 Us Nn Vs 上 0。 = 0o, 因此 {Q4} 定义 了 M 上 一 
个 整体 (1,1) 形式 , 记 为 9. 这 是 一 个 处 处 非 零 的 实 的 2 形式 , 称 为 M 
关于 度量 h 的 体积 (面积 ) 形 式 . 此 时 Vol(M,h) = Q > 0 称 为 M 
M 


关于 度量 h 的 体积 (面积 ). 
下 面 我 们 来 考虑 另 一 个 重要 的 (1,1) 形式 . 在 VU。 上 , 令 6。 = 
6901Inhs. 在 Us Us 上, 利用 (5.2) 式 得 


2 
Oza| . 本 
Oz6 


- 厨 In + 上 ne Bln 
Ozp Oz 


8 = 00Inhg = 59m ( 


= O01nho. 
这 说 明 {6。} 也 定义 了 M 上 一 个 整体 的 (1,1) 形式 , 记 为 96, 称 为 M 
关于 度量 h 的 曲率 形式 . 因为 体积 形式 处 处 非 零 , 故 © 可 表示 为 
K 
其 中 K 为 M 上 的 实 值 光 滑 函 数 , 称 为 M 关于 度量 h 的 Gauss 曲 
率 (简称 曲率 ), 在 VU。 上 它 可 写 为 
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2 O02 In ha 
ho Oza0z 
利用 单位 分 解 和 局 部 表示 我 们 不 难 知道 , 黎 曼 曲面 上 总 是 存在 许多 的 
Hermite 度量 . 令 人 惊奇 的 是 , 对 于 紧 致 黎 曼 曲面 , 任 给 一 个 Hermite 
度量 , 我 们 总 有 如 下 积分 公式 : 
定理 5.1.1 (Gauss-Bonnet 公式 ) ” 设 h 为 紧 致 黎 曼 曲 面 M 上 
任 一 Hermite 度量 , 则 有 


1 


证 明 在 M 上 任 取 非 零 亚 纯 微分 w, 记 w 的 零点 和 极点 全 体 为 
{pi}. 在 局 部 坐标 邻 域 U0, 内 , w 有 局 部 表示 w = fadza. 当 UaNUg #8 


时 , fp = fa 2 因此 
ZB 


gl 
fob? = |fol?- : 


由 (5.2) 式 和 上 式 可 得 
Ifal2na! = |fol?ha!. 
这 说 明 , 存在 M - {pi} 上 定义 的 光滑 函数 f, 使 得 在 每 个 VU。 上 均 有 
fal = hs (5.4) 


现在 我 们 在 每 个 点 p; 处 选取 一 个 坐标 圆 盘 D;, 设 8; : Di 一 C 为 坐标 
映射 , $i;(p;) = 0, 9;(Di) = DD. 我 们 可 以 假设 这 些 坐 标 圆 盘 互 不 相交 . 
对 0<r<1, 令 


Di(7) = {p € D:; | |@i(p)| < 7}- 
我 们 有 
1 ji -号 


27 M 


二 _ jim xl 一 一 - 
"#0 过 M-UPitn) 
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大 
= lim 一 一 (60ln|fal? ~ 601nf) 
7 一 0 27 JM-UDi(r) 
= lim 一 —O0lnf 
7 一 0 97 M—U Di(") 
Wl 


m —dOlnf 
一 0 27 JM-UDi() 


dl 人 oO(lnfi+lnf— lnh:) 


是 im ns 


ODi(7) 
这 里 , w 在 P， 中 的 局 部 表示 为 w = fidzi, h 在 D; 中 的 局 部 表示 为 
h = hidzi @ dz 亚 纯 函数 fi; 在 DD; 中 可 以 表示 为 = 其 中 9 
为 p; 附近 处 处 非 零 的 全 纯 函 数 . 此 时 


lim On fi; im Olnz?: = 2xV—l1ni. 
r=*0 /5Di( 何 7 一 0 JapDi(r) 
这 说 明 
二 K0= 2 ony- ln;=— 外 唤 
= J — 2g = x(M), 
其 中 9 为 M 的 亏 格 . 口 


设 $5 : M 一 NN 为 黎 曼 曲面 之 间 非 退化 的 全 纯 映 射 . 如 果 凡 为 N 
上 的 Hermite 度量 , 则 在 M 上 可 以 如 下 定义 一 个 Hermite 度量 好 六 


ph(X,Y) = h(G9.X, bY), 


其 中 办 为 切 映 射 . 8*h 称 为 拉 回 度量 . 如 果 hv 为 M 上 的 Hermite 度 
量 , 9 为 双全 纯 映 射 , 且 hr = 9*h, 则 称 $ 为 (Mj) 和 (N,h) 的 全 纯 
等 距 , 并 称 M 全 纯 等 距 于 N. 歼 曼 曲面 之 间 的 全 纯 复 迭 映 射 处 处 非 
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退化 , 因此 可 以 把 黎 曼 曲面 上 的 Hermite 度量 通过 复 迭 映射 拉 回 到 复 
友 空 间 上 ; 反之 , 给 定 复 迭 空 间 上 的 一 个 Hermite 度量 , 如 果 复 迭 变 换 
都 是 该 度量 的 全 纯 等 距 , 则 这 个 度量 可 以 “下 降 ” 为 曲面 上 的 Hermite 
度量 , 即 此 度量 拉 回 后 就 是 复 迭 空间 上 给 定 的 Hermite 度量 . 

给 定 黎 曼 曲 面 M 上 的 Hermite 度量 h, 在 每 一 点 pe M 的 切 空间 
T,M 上 都 有 一 个 诱导 内 积 gp. 它 可 如 下 定义 : 设 zo =xza+V=-Iiya 
为 p 附近 的 局 部 复 坐 标 , h 有 局 部 表示 h = hadza @ dzu, 规定 


0 0 0 0 0 0 
(| 一 和 mol me | = he vp — ew 
由 (5.2) 式 易 见 这 样 定义 的 内 积 g, 和 局 部 坐标 的 选取 无 关 . 在 坐标 邻 
域 UV。 内 我 们 可 以 将 诱导 内 积 记 为 


ga = haldzxa ® dra + dya ® dya). 


ga 实际 上 构成 M 上 的 一 个 2 阶 正定 对 称 张 量 g, 称 为 由 Hermite 度 
量 hh 诱导 的 Riemann 度量 . 我 们 也 可 以 将 Riemann 度量 表示 为 g = 
Re(h) (h 的 实 部 ). 

有 了 Riemann 度量 , 我 们 就 可 以 定义 曲线 的 长 度 . 设 rc : 工 一 M 
为 黎 曼 曲面 M 上 的 连续 可 微 曲线 . 令 


ro)= | Vg(0,0)ds, 

I 

称 之 为 o 的 长 度 , 其 中 5 是 o 的 切 向 量 场 . 任 给 p,ge M, 令 
d(p,q) = inf{L(o)|o 为 连接 pz 和 4 的 曲线 }， 


称 之 为 p,q 的 距离 . 不 难 证 明 , 这 样 定 义 的 映射 d(,:):M x M 一 R+ 
的 确 为 M 上 的 一 个 距离 , 即 

(1) d(p, 9) > 0, 等 号 成 立 当 且 仅 当 p = 9; 

(2) d(p, 9) = d(gq, p); 

(3) d(p,q) < d(p,7) +d(r,g), vreM. 

如 果 $ 为 全 纯 等 距 , 则 显然 d(p,q) = d(9(p), 0(q))， 如 果 o 是 连 
接 p,q 的 曲线 , 且 L(o) = d(p, gq), 则 称 o 为 连接 p,g 的 最 短 测 地 线 . 如 
果 光 滑 曲线 在 其 每 一 点 附近 均 为 最 短 测 地 线 , 则 称 之 为 测 地 线 . 
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如 果 作 为 距离 空间 (M, dg) 是 完备 的 , 则 称 度量 9 或 h 为 完备 度 
量 . 度量 的 完备 性 有 一 些 等 价 的 描述 . 例如 , 任意 固定 一 点 p, 对 p > 0， 
令 

Bo(p) = {gE M | d(g,p) < p}, 
称 之 为 以 p 为 半径 , p 为 中 心 的 测 地 球 , 其 闭 包 Bs(p) = {qe M | 
d(q,p) < p} 称 为 闭 测 地 球 . 度量 是 完备 的 当 且 仅 当 每 一 个 闭 测 地 球 均 
为 紧 致 集合 . 显然 , 紧 致 黎 曼 曲面 上 的 度量 都 是 完备 的 . 

下 面 我 们 来 研究 几 个 具体 的 例子 . 

例 5.1.1 复 平面 C. 

设 z=z+VvV=-Iy 为 C 上 的 标准 复 坐 标 , 则 h= dz@dz 显然 为 C 
上 的 Hermite 度量 , 其 曲率 K = 0. 曲率 为 零 的 度量 一 般 称 为 平坦 度 
量 . h 诱导 的 Riemann 度量 为 

g= dzr®dzr+dy® dy. 
在 每 一 点 的 切 空 间 上 , 这 个 Riemann 度量 定义 的 内 积 和 C 中 的 欧 氏 
内 积 完 全 相同 . 下 面 我 们 说 明 , 9 诱导 的 距离 和 C 中 的 欧 氏 距离 也 完 
全 相同 . 

首先 注意 到 , C 的 全 纯 自 同 构 $(z) = az 十 b 为 h 的 全 纯 等 距 当 且 
仅 当 a = ew”, i = V-1,9e 民 . 也 就 是 说 , C 中 的 平移 和 旋转 都 是 h 的 
全 纯 等 距 . 因此 , 为 了 说 明 d(p,g) = |p 一 ql, 我 们 可 以 假设 p,g € RR. 设 
0o : [0,1] 一 C 是 连接 p,q 的 曲线 , o(t) = z(t) + V-1vy(t). 由 曲线 长 度 
的 定义 , 有 


1 1 
)= 人 vi V(z')2 十 (人 pa> / [z(t)| at 


>|[ wa)= le() -a = -a 


这 说 明 d(p,g) > |p 一 ql. 而 连接 p, 9 的 直线 段 长 度 显然 为 jp 一 ql, 因 
此 d(p,g) = lp 一 ql. 这 也 说 明 直 线 为 C 在 度量 g 下 的 测 地 线 , 并 且 由 
刚才 的 证 明 可 以 看 出 测 地 线 也 只 能 为 直线 . 

例 5.1.2 黎 曼 球 面 S. 

在 C 上 考虑 Hermite 度量 h = 4(1 十 |z|?)-?dz @ dz. 当 更 换 坐 标 
函数 z = w-! 时 , 有 
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h=4[1+|z|:] ?dz @ dz 


WO 
102 D2 


= 4(1+ lwl?) 
= 4(1+ |w|?) ?dw ® dw. 


因此 , h 实际 上 可 以 看 成 定义 在 S = CU {oo} 上 的 Hermite 度量 , 其 昌 
率 形式 计算 如 下 : 


B=56lin4(1+|z|2)-2 =2(1 十 |z|2)-2dz Adz. 


因此 , 这 个 度量 的 曲率 KK = 1. 

例 5.1.3 黎 巡 环 面 . 

设 M 是 亏 格 为 1 的 紧 致 黎 曼 曲面 . 在 M 上 任 取 非 零 全 纯 微 分 
w, 则 w 实际 上 处 处 非 零 . 令 有 ==w@w, 则 hh 为 M 上 的 Hermite 度 
量 . 在 局 部 坐标 下 , 如 果 w 有 局 部 表示 w = fadza, 则 fo 为 不 取 零 值 
的 局 部 全 纯 函 数 , 而 h 有 局 部 表示 h = | 大 | ?dzw@ dza. 因此 ,hh 的 曲率 
形式 计算 如 下 : 

©=60ln|fol? = 60ln fs, — O01lnfs=0. 

这 说 明 h 的 曲率 K = 0,h 为 平坦 度量 . 

假设 r: M 一 M 为 M 的 万 有 复 迭 映射 , 则 拉 回 度量 x*h 为 M 
上 的 Hermite 度量 . 利用 黎 曼 几何 的 初步 知识 可 以 证 明 , 拉 回 度量 是 
完备 平坦 度量 , 因而 M 连同 拉 回 度量 全 纯 等 距 于 例 5.1.1 中 的 复 平 面 
C. 这 说 明 M 必 为 C 关于 某 离散 子 群 之 商 , 从 而 全 纯 同 构 于 某 黎 曼 环 
面 . 

例 5.1.4 Poincaré 圆 盘 D. 

令 几 =41 -|zI 引 -2dz@dz 则 六 为 D 上 的 一 个 Hermite 度量 . 我 
们 计算 它 的 曲率 形式 如 下 : 

© = 06001In4(1— |z|:) ?= —2(1— |z|2) ?dz A dz. 


因此 , h 的 曲率 K = -1. 一 般 地 , 我 们 将 曲率 恒 为 -1 的 度量 称 为 双 
曲 度量 . 
任 给 zo € D, 9 e RR, 我 们 考虑 分 式 线 性 变换 $ : D 一 D, %(z) = 


ew 二 一 20. 下面 说 明 4 为 h 的 全 纯 等 距 . 事实 上 ， 


一 击 有 


2 


$°h= 4 — Ia dp @ dg 
=401 -I6(20] I¢ (a) dz ® dz 


4|1 — zoz|4 1 一 |zol|? 12 
| 
(|1— zl — |z — zol2)2 | 人 
4|l1 — Hzl4 1— lz 2 
1 一 部 lzol | dz @ dz 


~ (2) — |z0l2)? (1 — jz) 


= 4[1— |z|*] ?dz @ dz. 
ee h 下 计算 DD 中 两 点 ,zz 的 距离 . 令 $(z) = 


ei9 人 . 适当 选取 9, 使 得 Wza) € RR 设 o : [0,1] 一 D 是 连接 
(2) = 条 9(z2) 的 任意 曲线 ， 
2V(z 
L(o) = 人 2y ELD) + 


4= 人 pe 


! 2|z'(t Dw 
> |/ 1 | 人 >|/ 让 | 
| -二 
1 — 9$(z2) 1 —|9(z2)| 
|1 一 Z1z2| 路 |z1 一 22| 
|1 Z122| st |21 i 22| 
其 中 等 号 成 立 当 且 o 是 连接 gp(z1) 和 %(z2) 的 直线 段 . 因此 
. _ 1 |1 一 如 2z2| 二 |z1 一 Zo| 
d(z1, Z2) 一 d(9(z1), 9(z2)) 一 ln 一 丽 zw| 一 [a 一 | 
这 也 说 明 , 从 原点 0 出 发 的 直线 是 了 在 双 曲 度量 h 下 的 测 地 线 . 由 于 
等 距 变 换 把 测 地 线 变 为 测 地 线 , 而 分 式 线性 变换 把 经 过 原点 的 直线 映 
为 终点 和 单位 圆周 正 交 的 圆 弧 , 因此 这 些 圆 弧 都 是 测 地 线 . 
为 了 方便 起 见 , 有 时 我 们 也 考虑 双 曲 度量 的 上 半 平 面 模型 
H= {zeC|Imz > 0}. 
H 上 的 Hermite 度量 g 定义 如 下 : 


_ dz®dz 
(Im 2z)?° 


=|n 
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读者 可 自行 验证 (D,h) 与 (了 H,g) 是 全 纯 等 距 的 . 
利用 双 曲 度量 , 我 们 可 以 重新 解释 Schwarz 引 理 . 
定理 5.1.2 (Schwarz-Pick 定理 ) 设 f:D 一 了 DD 为 全 纯 映射 , 则 
d(f (2z1), f(z2)) < d(z1, 到 上 V Z1,22 € D, 
这 里 的 d(.,.) 为 双 曲 度量 下 的 距离 , 并 且 如 果 存 在 z1 关 z2 使 上 式 中 的 
等 号 成 立 , 那么 f 必 为 全 纯 等 距 . 

证 明 ”分 别 记 内 为 把 zi 映 为 0 和 把 f(z1) 映 为 0 的 全 纯 自 
同 构 , 则 复合 映射 = 小 of o9-! 是 满足 Schwarz 引 理 条 件 的 全 纯 映 
射 . 因此 

IF(w)| <|wvl, vweD. 
这 个 不 等 式 可 用 双 曲 度量 下 的 距离 重新 解释 为 
d(0, F(w)) < d(0,w), VweD. 
特别 地 ， 取 Ww 二 $(z2), 有 
ad(f(z1), f(z22)) = dW o f(z1), 9 0 f(z2)) = dad(0, F (9(z2))) 
< d(0， 0(2z2)) = d(9(z1), $(z2)) 


= d(z1, Z2). 
上 式 当 等 号 成 立时 ， 由 Schwarz 引 理 的 结论 我 们 知道 下 为 全 纯 同 构 ， 
从 而 f 亦 然 , 此 时 f 为 全 纯 等 距 . 口 


这 个 引 理 告诉 我 们 , 全 纯 映 射 在 双 曲 度量 下 是 距离 非 增 的 .这 个 

事实 的 无 穷 小 表现 形式 可 以 写 为 
人 | 
IE ei” 

关于 Schwarz-Pick 定理 的 推广 和 在 复 分 析 的 许多 应 用 , 请 读者 参 
看 文献 [3], 其 中 的 许多 结果 还 可 以 推广 到 高 维 复 流 形 上 . 

如 果 M 为 亏 格 大 于 1 的 紧 致 黎 曼 曲面 , 则 存在 复 欠 映 射 :D 一 
MM. 因为 复 迭 变 换 关 于 DD 上 的 双 曲 度量 h 为 全 纯 等 距 , 因此 在 M 上 
存在 Hermite 度量 g, 使 得 h = nm*g. 这 一 度量 9 的 曲率 显然 恒 为 一 1， 
即 我 们 在 亏 格 大 于 1 的 任何 紧 致 黎 曼 曲面 上 都 找到 了 双 曲 度量 . 

假设 M 为 紧 致 黎 曼 曲面 , h 为 M 上 的 一 个 Hermite 度量 . 在 第 


a a 


三 章 83.2 中 , 我 们 在 1 形式 空间 41(M) 上 定义 了 Hermite 内 积 , 现在 
把 这 个 内 积 扩充 到 微分 形式 的 全 体 A(M) = 4°(M)@ Al(M)@ A?2(M) 
上 : 规定 不 同 次 数 的 微分 形式 是 正 交 的 . 如 果 f,g e 4A°(M), 则 令 
[十 苹 = I's 有 

其 中 Q 为 h 的 体积 形式 ; 如 果 wi = 户 0，wsa = 户 Q e 4A?2(M), 则 令 

(wi, Ww2) = . fifoQ. 
Hodge 星 算 子 * : 41(M) 一 41(M) 也 可 以 函数 线性 地 扩充 为 

*: 4P9 一 AlDIP?, x1=Q; x*Q=1. 

于 是 A?(M) 上 的 内 积 可 以 写 为 

(m1,72) = 上 711 人 #772. 
算 子 * 还 满足 以 下 性 质 : 

*2 一 (一 1)P+2， (xn1, *72) = (m1, 72). 


我 们 如 下 定义 算 子 5 : A?(M) -A?-!1(M) 和 9: Ara(M) 一 
A?'s1(M): 
0 一 一 # dx*, Y=—*O*. 


它们 分 别 是 4 和 6 关于 内 积 ( .) 的 伴随 算 子 , 即 有 
引 理 5.1.3 ”在 紧 致 歼 曼 曲 面 上 , 算 子 6 和 乡 满足 等 式 


(dw,n) = (2,67), (Ow,n) = (wo97). 
证 明 设 we 4h?-1(M), ne A?(M), 则 


(da) (0m) = / do A wr 
M 
=} dw 入 # 太 十 (一 1)P 一 IIw Ad# 万 
M 
= | d(w 人 #7) = 0. 
M 
第 一 个 等 式 得 证 . 再 设 we 4p9-I(M), me AP3(M), 则 


Ri 5 


(5w,m) — (w, 9n) -人 Ow 人 # 一 ww 人 人 *0n 


= /dorm+(- 1)?ta lw AO# 


-fa 


Ss d(w A*7) = 0, 
Wo 
其 中 倒数 第 二 个 等 号 成 立 是 因为 w 人 #5 为 (1,0) 形式 . 口 
令 人 =4d6+6d, 口 = 88 十 96, 则 A 和 口 都 是 保 型 的 算 子 , 即 把 
4p4(M) 映 到 A?,x(M). 这 两 个 算 子 具 有 如 下 性 质 : 
(1) 在 紧 致 黎 曼 曲面 上 ， 
Aw=0<> dy=0, w=0; Dw=0<> w=0, =0. 
这 可 由 刚才 的 引 理 立 即 得 到 . 
(2) OD=3A. 
事实 上 ,由 d==9+6,5=3+3 得 
= (0+O)(V+D)+ (d+)(0+O) 
= 口 + 口 + (09 + 30)+09+36. 
请 读者 自行 验证 88 +36 = 0, 口 = 口 . 因此 A = 2D. 
(8) A = A DD 
前 者 由 算 子 定义 可 直接 验证 , 后 者 可 由 上 一 条 性 质 得 到 . 
(4) 如 果 f 为 紧 致 黎 曼 曲面 M 上 的 光滑 函数 , 则 六 fo =0 当 
M 
且 仅 当 存在 光滑 函数 g, 使 得 f = 口 9 
事实 上 , 如 果 f = 口 9， AS 口 (gQ) = (Dg)Q. 因此 
f0 = DO(g0) = 5A(gO) = 3d(5(9%)). 


由 Stokes 积分 公式 即 知 1 fQ = 0. 反之 , 如 果 / fQ = 0, 则 由 第 
M M 


四 章 推论 4.6.2 的 证 明知 , 存在 1 形式 w, 使 得 fQ = dn， 由 第 三 章 的 
Hodge 定理 知 ，7 可 分 解 为 
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7 = Mh + dhi 十 dho， 
其 中 mh 为 调和 1 形式 , hi, j 为 光滑 函数 , 从 而 有 
f =*(f0)= *dn = *d(nn + dhi 十 dh) 
= *d* dh» = —Ah>2 = Dg, 
其 中 g = 一 272. 
如 果 口 w = 0, 则 称 w 为 调和 形式 . 这 个 定义 和 以 前 调和 函数 及 
调和 1 形式 的 定义 是 一 致 的 . 


习 题 5.1 


. 证 明 : 黎 曼 曲面 上 Hermite 度量 总 是 存在 的 . 

. 在 本 节 例 5.1.2 的 度量 下 计算 黎 曼 球面 S 的 面积 . 

. 证 明 : 在 本 节 例 5.1.2 的 度量 下 黎 曼 球面 S 的 测 地 线 是 大 圆 . 

. 说 明 本 节 例 5.1.4 中 D 上 的 双 曲 度量 是 完备 的 . 

. 证 明 : 全 纯 复 迭 映 射 把 完备 度量 拉 回 为 完备 度量 . 

. 设 M 为 紧 致 黎 曼 曲面 , 亏 格 为 1, r: M 一 M 为 M 的 万 有 复 

和 迭 映 射 . 在 M 上 任 取 非 零 全 纯 微分 w, 由 于 M 为 单 连通 黎 曼 曲面 , 存 

在 M 上 的 全 纯 函 数 fs M 一 C, 使 得 r*w = df. 证 明 : 7 为 全 纯 同 构 . 
7. 证 明 : 当 紧 致 黎 曼 曲 面 M 的 亏 格 大 于 1 时 , M 上 的 Bergman 

度量 (第 三 章 83.4 中 有 定义 ) 的 曲率 非 正 , 且 只 在 有 限 个 点 处 为 零 . 
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现在 我 们 把 前 一 节 关 于 Hermite 度量 的 结果 推广 到 全 纯 线 从 上 . 

定义 5.2.1 设 工 为 黎 曼 曲面 M 上 的 全 纯 线 从 ， 如果 在 每 个 纤 
维 L, 上 都 指定 一 个 Hermite 内 积 g(p) = (,*)p, 并 且 对 于 工 的 任意 两 
个 光滑 截面 s1, s2, M 上 的 函数 g(s1, 52): p 请 (s1(p), 52(p))p 为 光滑 函 
数 , 则 称 g 为 L 上 的 一 个 Hermite 度量 . 

设 全 纯 线 从 工 在 开 集 U。c M 上 有 局 部 平凡 化 wa, 则 在 VU。 上 
存在 处 处 非 零 的 局 部 全 纯 截 面 s。, 使 得 se(z) = wz1(z,1), x € Ua. 记 
ga = g(sa; sa), 则 ga 为 UV 上 的 正光 滑 函 数 . 当 Us nn Us 产儿 时 ， 
sa = jfouse, 其 中 fgo 为 工 的 连接 函数 . 因此 有 
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ga = g(sa, Sa) = g9(fBasp, jpasp) = |feal? ge. (5.5) 
反之 , 满足 上 面条 件 的 一 族 光 滑 正 函数 {ga} 就 给 出 了 工 上 的 一 个 
Hermite 度量 g. 我 们 将 {ga} 称 为 Hermite 度量 9 的 局 部 表示 . 

例 5.2.1 利用 黎 曼 曲面 M 上 的 单位 分 解 容易 知道 , 其 上 的 全 纯 
线 丛 节 上 总 存在 Hermite 度量 . 如 果 0 为 工 的 Hermite 度量 ,8 为 M 
上 的 正光 滑 函 数 , 则 $b.g 也 是 上 上 的 Hermite 度量 . 

设 f : M 一 为 黎 曼 曲 面 之 间 的 全 纯 映 射 , 二 为 N 上 的 全 纯 
线 丛 , 9 为 工 上 的 Hermite 度量 , 则 在 M 的 拉 回 从 f*L 上 有 自然 的 
拉 回 度量 f*g. 事实 上 , 如 果 9 有 局 部 表示 {ga}, 则 f*g 有 局 部 表示 
{ga of}. 

例 5.2.2 ”考虑 平凡 线 丛 工 = M x C. 显然 , C 上 的 任何 Hermite 
内 积 都 可 以 看 成 了 上 的 Hermite 度量 . 

例 5.2.3 ”对偶 从 上 的 Hermite 度量 . 

如 果 在 黎 曼 曲面 M 的 全 纯 切 从 TM 上 给 定 了 Hermite 度量 h, 
则 在 全 纯 余 切 从 T+*M 上 有 自然 诱导 的 Hermite 度量 h-!. 事实 上 , 如 
果 h 的 局 部 表示 为 {hs}, 则 {haz!} 为 h-! 的 局 部 表示 . 类 似 地 , 如 果 
在 全 纯 线 从 L 上 给 定 了 Hermite 度量 , 则 在 其 对 偶 从 L* = - 工 上 有 
自然 诱导 的 Hermite 度量 . 

设 9 为 全 纯 线 从 L 上 的 Hermite 度量 , 其 局 部 表示 为 {ga}. 在 局 
部 平凡 化 邻 域 V。 中 定义 (1,0) 形式 gu 如 下 : 

bs = O01n ga. (5.6) 
在 UnVs 上 ,有 

ba = Oln foa+Oln feat+Olnge = fos Ofoa + be. (5.7) 
虽然 gu 不 是 M 上 整体 定义 的 微分 形式 , 我 们 却 可 以 利用 它 来 定义 一 
个 整体 的 微分 算 子 D : 4°(L) 一 A1(L). 事实 上 , 任 给 工 的 光滑 截面 s， 
在 平凡 化 邻 域 VU 上, s 可 以 表示 为 s = f。so, 其 中 f。 为 局 部 光滑 函 
数 . 令 
Ds = (dfo + fabo)sa. 

在 Ua N Ug 此- 由 joss ee Jpsp 知 

fafpa = fo: 


人 


因此 , 利用 (5.7) 式 和 fa。 的 全 纯 性 得 
(dfa + faba)sa = (fpadfa + fafaba)sp 
= [dfe — fadfpa + foafa(faa Ofoa + 08)]sg 
= (dfe + fe08)sp. 
这 说 明 算 子 D 的 定义 是 恰当 的 . 
微分 算 子 D 具有 以 下 性 质 : 
(1) D(s1+ s2) = Dsl + Ds2,V s1,s2 € A°(L). 
由 定义 , 这 是 显然 的 . 
(2) D(fs) = (df)s+ f(Ds),v f € A°(M), s € A°(L). 
这 可 直接 验证 : 
D(fs) = [d(f fa) + ffabalsa 
= df(fasa) + f(dfa tt faba)sa 
= (df)s+ f(Ds). 
(3) d (si1, s2) = (Dsi, s2) + (s1, Ds2), VY s1,s2 € A?(L), 其 中 内 积 
(,-) 只 作用 于 截面 . 
事实 上 , 由 b。 的 定义 易 见 
dga = doga + Ooga: 
这 说 明 , 对 于 局 部 截面 s1 = sa = sa, 性 质 (3) 成 立 . 由 性 质 (2) 可 知 
性 质 (3) 对 任何 截面 s1, sz 均 成 立 . 
(4) D 是 (1,0) 型 的 , 即 : 如 果 s 为 (局 部 ) 全 纯 截 面 , 则 Ds e 
A10(L). 
事实 上 , 如 果 s 有 局 部 表示 s = fasa, 则 fo 为 局 部 全 纯 函 数 , 从 
而 
Ds = (dfo + faba)sa = (Ofo + faba)sa. 
Ds 显然 为 工 值 (1,0) 形式 . 
一 般 地 , 我 们 把 满足 上 面 性 质 (1) 和 (2) 的 线性 算 子 D 称 为 线 从 
工 上 的 一 个 联络 . 联络 给 出 了 截面 求 导 的 一 种 有 效 方 式 . 满足 性 质 (3) 
和 (4) 的 联络 称 为 和 Hermite 度量 相 容 的 联络 . 不 难 证 明 这 样 的 联络 
是 唯一 的 . 局 部 的 1 形式 {0。} 称 为 联络 1 形式 . 
我 们 可 以 将 联络 算 子 扩充 定义 到 任何 工 值 的 微分 形式 上 . 设 w 为 


人 


工 值 pz 形式 , 它 有 局 部 表示 w = wasa, 其 中 w 为 M 上 的 局 部 p 形式 . 


令 
Dw = (dwu + (—1)?wa Abu)sa. 


用 验证 联络 定义 恰当 性 的 方法 可 类 似 地 验证 上 面 的 定义 是 恰当 的 . 这 
样 就 定义 了 算 子 D : 4z(T) 一 42+1(D), 它 满足 下 面 的 性 质 : 
D(wi+t w2) = Dwi + Dw,y, 
D(fw)=d Awt+fDw, vfe A(M). 
设 {be} 是 上 面 给 出 的 联络 1 形式 . 令 
Qo = dp. = 00 ln ga. 
由 (5.7) 式 可 知 , 在 UN Us 上 ,有 
Qa = dla = Oa = O08 = Op, 
因此 {9。4} 定义 了 M 上 的 一 个 整体 (1,1) 形式 , 称 为 L 关于 度量 9 的 
曲率 形式 , 记 为 G6. 和 全 纯 切 从 的 情形 一 样 , 我 们 有 如 下 积分 公式 : 
定理 5.2.1 (Gauss-Bonnet 公式 ) 设 吃 为 紧 致 黎 曼 曲 面 M 上 
的 因子 , g 为 全 纯 线 从 LL 二 和 A(D) 上 的 一 个 Hermite 度量 , 则 有 


2 人 ©=4d(D)= x(L)— 3X(M). 

证 了 明 设 D= nipi. 我 们 回忆 一 下 全 纯 线 从 工 = 和 A(D) 的 构 
造 : L 的 连接 函数 由 fg = fa/fs 给 出 , 其 中 f 是 坐标 邻 域 VU 中 的 
亚 纯 函数 , 且 (f。) = Dlvu. 假设 Hermite 度量 g 的 局 部 表示 为 {go}， 
则 由 (5.5) 式 得 

| gelfel?. 
因此 {ga|fo|?} 定义 了 M 一 {pi} 上 的 一 个 正 的 光滑 函数 了 . 

我 们 在 每 个 点 mi 处 选取 一 个 坐标 圆 盘 D;, 设 由 : Di 一 C 为 坐标 
映射 , $i;(p;) = 0, $i(D;) = 也 . 通过 适当 选取 可 以 假设 这 些 坐 标 圆 盘 互 
不 相交 . 对 0<r<1, 令 Di(r 有 )| < 了 }. 我 们 有 

WE 
sh ©= jo = 一 一 


we 3 M-UDi(") 
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二 让 oplnga 

7 一 0 27 JM-UDi(r) 

= zr 区 

= lim 一 一 (-56in| 太 | + O01nf) 

r 一 0 27 JJMN-UDi(r) 
i 60lnf 

7 一 0 27 M-UPDi(r) 
二 dainj 

一 0 Zr JJM-UDir) 

1 
= 一》 lim 一 一 Inf 
> r 一 0 27 Jap;(r) 


=—》, Wn 和 O(n fi+lnfi+l1ng:;) 
7 "0 2n Japi(r) 


二 一 少 ， | Oln fi. 


一 0 
7 "0 27 .Jspir) 


这 里 , 9 在 D; 中 的 局 部 表示 为 {gi}, 亚 纯 函 数 f; 在 D; 中 可 以 表示 为 
万 = z?' .hi, 其 中 hi; 为 p; 附近 处 处 非 零 的 全 纯 函 数 . 此 时 

lim jp olnf;= im Ona” = 27rV 一 17mi. 
这 说 明 

27 Jm 


/8-=- 磋 并 ay- 于 wd 


这 就 证 明了 所 要 的 积分 公式 . 口 
Gauss-Bonnet 公式 可 以 推广 到 高 维 流 形 上 , 读者 可 查阅 陈省身 先 
生 所 给 出 的 简洁 而 优美 的 内 蕴 证 明 . 


习 题 5.2 


1. 证 明 : 在 任何 全 纯 线 从 上 都 存在 Hermite 度量 . 
2. 验证 联络 D : 4"(Z) 一 41(Z) 满足 性 质 (3). 
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3. 证 明 : 满足 性 质 (3) 和 (4) 的 联络 是 唯一 的 . 

4. 验证 算 子 D : A?(L) 一 A?+1(L) 的 恰当 性 , 并 证 明 D?s = 9s， 
vs€ A?(L). 

5. 试 说 明 前 一 节 的 Gauss-Bonnet 公式 是 本 节 的 Gauss-Bonnet 公 
式 的 特殊 情形 , 并 比较 两 个 证 明 的 异同 . 
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设 M 为 紧 致 黎 曼 曲面 , 工 为 M 上 的 全 纯 线 从 . 我 们 在 TM 和 

三 上 分 别 取 定 Hermite 度量 h 和 g. 首先 , 我 们 将 Hodge 星 算 子 
*: 4P4(0M ) 一 A!'-%1-7?(M) 
扩充 定义 到 工 值 的 微分 形式 上 . 设 o 为 工 值 (p,q) 形式 , 局 部 上 可 以 
写成 vc = ws, 其 中 w 为 局 部 (p,q) 形式 , s 为 局 部 截面 . 令 
*0 = (*W)s. 

因为 微分 形式 上 定义 的 * 算 子 是 函数 线性 的 , 因此 容易 知道 上 式 定 义 
是 恰当 的 . 这 样 我 们 就 定义 了 算 子 * : A?'3(L) 一 4A1-%1-?(L). 显然 ， 


2 让 (一 1)2+9. 


其 次 , 利用 * 算 子 , 我 们 将 微分 形式 的 内 积 也 扩充 定义 到 工 值 的 
微分 形式 上 . 设 o1, ca? 为 工 值 (p,g) 形式 , 令 


(01,02) = (51, 82) wl 人 *Ww9. 
M 


不 难 验证 上 式 定 义 也 是 恰当 的 , 并 且 定 义 了 A?"(L) 上 的 一 个 Hermite 
内 积 . 我 们 规定 : 不 同 次 数 的 工 值 微分 形式 之 间 是 正 交 的 . 这 样 就 在 
A(L) 上 定义 了 一 个 Hermite 内 积 , 并 且 算 子 * 是 保 内 积 的 . 

设 DD: 4p4(T) 一 4p+19(T) @ AP'4+1(L) 是 由 工 的 联络 扩充 而 来 
的 微分 算 子 , 我 们 将 它 的 (p 十 1,9) 分 量 记 为 刀 : 4?:4(L) 一 42+14( 卫 )， 
在 局 部 上 , 如 果 o = wsa, 则 有 

D'o = (Ow + (—1)?t%w Aga)sa. 

我 们 曾经 定义 过 算 子 6: 4?'4(L) 一 4A?'4+1(L). 显然 有 D = D' + 6. 

下 面 考虑 算 子 9 : 424(Z) 一 A?':4-1(L), 3 = 一 *D'*. 我 们 有 
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引 理 5.3.1 算 子 9 和 ?8 关于 内 积 (.,) 互 为 伴随 算 子 , 即 
(601,02) = (01,902), Vo1€ A?'I1(L), o2 € A?'IA(L). 


证 明 任 取 ol € A?'4-1(L), oa € A?'4(L), 设 它们 的 局 部 表示 分 
别 为 


O01 二 WlSa, O02 一 2Sa， 
我 们 计算 如 下 : 
(aol,oo) — (01, 902) 


a / gaOw1 A rm + (—1)?1 1gawl A Ox#wWo — wi N*M Oo 
M 

= / Ow1 N\*W2ga + (—1)?1 lw1 A gaO # Wo — wi NM *W2 \ Oga 
M 

Es 1 O(wi 和 人 *U2ga) | d(wi 和 人 *W2 ga) = 0， 
M M 


其 中 倒数 第 二 个 等 号 成 立 是 因为 wi 人 *w2zga 为 M 上 的 (1,0) 形式 . 口 
现在 我 们 定义 保 型 算 子 口 : 4?'4(L) 一 4p'4( 盖 ) 为 
OD = 60 十 92， 
称 之 为 5-Laplace 算 子 . 它 具 有 以 下 性 质 : 
(1) 口 为 自 伴 算 子 , 即 
(Doi,02) = (01, Doz), Vo1,02 € A?'(L). 


事实 上 , 由 于 82 = 0, 92 = 0, 因此 口 = (8+3)?, 从 而 由 引 理 5.3.1 
知 5+y? 为 自 伴 算 子 . 

(2) Do = 0 < 60 =0, yc =0. 

这 是 因为 


(Do,o) = (5%c,c) + (300,0) = (00,00) + (30, 90). 


下 面 我 们 来 推导 口 的 局 部 表达 式 . 仍 记 sa 为 工 上 的 局 部 处 处 非 
零 全 纯 截面 , 工 的 Hermite 度量 g 有 局 部 表示 {ga}, ThM 的 Hermite 
度量 h 的 局 部 表示 为 


k= haldzo ® dz: 
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的 体积 形式 表示 为 9 一 ho 和 dz, 的 曲率 形式 表示 为 
9 = 50iny ,因为 9 处 处 非 零 , 故 6 也 可 写 为 


K 
e= 一 -0， 
于 


其 中 K 为 M 上 光滑 实 函数 , 称 为 工 关于 上 述 度量 的 曲率 , 其 局 部 表 
示 为 


号 _ ln ga 
ho O02w03, 
. 02 01 @ 
a -2 nga © 
ee (Be Taz | 
则 
(1) 当 o = oasa € Ao(L) 时 ,有 
Do= (Dooa)sa; (5.8) 
(2) 当 o = oodzasa € A410(L) 时 , 有 
Oh-s! 9 
Do = [® 一 2 Be 下) Ua (5.9) 


(3) 当 o= oodz5a € A%t(E) 时 ,有 
一 1 一 1 
加 { 忆 -2 a ge oe jazse (5.10) 


Oz Oza Bzs Oza 
(4) 当 o = oaQsa e A11(L) 时 ,有 
Do= [(Do+ K)oolNso. (5.11) 
我 们 分 别 计算 如 下 : 


(1) 当 o = oosa € A(L) 时 , 有 
Do = (69+80)00sa 


= VOoossa = — *D’*O0oosa 
-1x*D'acusu =—V-l1 *(000% — Ooa Na)sa 
O20 Oca Oln ga 
=—V—l* (BB dz N dzo 一 BE Bz 一 一 一 QZ a Ndza)s 到 天 


204 第 五 章 “曲面 的 复 几何 
(2) 当 o = oadzasa € A410(L) 时 , 有 
回 六 二 (09 十 96)oudzausa 
加 Oo 
2 / Caa ,> 
一 一 V 一 10* 了 (oudzausa) 十 a dza 和 dus ) 
=—*D’(2V-iha! Peese) 


: -2|a (na 误 ) + he! e600 |se 


Oz ~ Oz 
Oh, Oo _100a Olng _1 020 
—_9|ooa Ca | -i000 op-l a 
和 Bay Bi Bro Se | dose 


= 
= 区 一 2 运 )o| 和 
(3) ce 4A%1(ZL) 的 情形 留 作 习 题 . 
(4) 当 o= cas e A411(L) 时 , 有 
Dr=(59+b6)cunsu = O90aNso 
=—O*D’(gusa) = V-10(000 + ocala)so 


O02 ln ga Ooa 
= V— [a 2 是 Pdaa A dra + 940 | 


= [(Do 十 ee 
me4li(CD) 的 情形 也 可 参考 本 章 85.5 中 的 计算 . 
记 Mpa(D) = fo € A?*(L) | Do = 0} ?pa(D) 中 的 元 素 称 为 
也 值 调和 (p,q) 形式 . 工 值 调和 形式 的 全 体 记 为 XK(L), 即 KH(L) = 
时 7“(D)， 如 果 o € 424(Z) 为 工 值 调和 (p,g) 形式 , 则 对 任意 re 
1(L); 有 
(o +O7r,o+07)= (0,0)+(0,07)+ (07,0) + (07,07) 
= (0,0)+ (9o,7) + (7,90) + (O07, O07) 
= (0,0) + (07,07) > (0,0), 
其 中 等 号 成 立 当 且 仅 当 5r = 0. 这 说 明 , 在 Dolbeault 上 同调 群 的 任 
意 一 个 代表 类 中 最 多 只 有 一 个 调和 形式 . 下 面 重要 的 Hodge 定理 则 告 
诉 我 们 , 调和 代表 元 总 是 存在 的 . 
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定理 5.3.2 (Hodge 定理 ) 设 工 为 紧 致 黎 曼 曲 面 M 上 的 全 纯 
线 从 , 在 Th,M 和 上 上 分 别 有 Hermite 度量 , 则 

(i) KH(L) 为 有 限 维 向 量 空间 ; 

(ii 存在 紧 算 子 G : A(L) 一 4(Z), 使 得 

KerG = H(L), G(A?'(L)) C A?I(L), G6=6G, 3G = GO， 
并 且 
A(L) = H(L)@ OGA(L) = H(L) @ GOA(L). 

这 个 定理 中 (i) 的 证 明 在 下 一 节 中 给 出 ，(ii) 的 证 明 请 参看 附录 B. 
我 们 先 来 看 一 些 简 单 的 应 用 . 根据 Hodge 定理 , 任 给 c < A(L), 均 有 
(c-GDo) € KH(L). 记 o-GDo = Ho, 则 定义 了 投影 8H: A(L) 一 XH(L). 
因此 有 分 解 

o= Ho+GUo, VoE A(L). 
容易 看 出 这 种 分 解 的 表达 式 是 唯一 的 . 特别 地 , 如 果 6o = 0, 则 
o = Ho+G(90+09)0 
= Ho +O(GV0). 
因此 , 在 Dolbeault 上 同调 类 [o] 中 就 找到 了 调和 代表 元 Ho. 结合 
面 的 唯一 性 , 我 们 就 得 到 
推论 5.3.3 ”对 任意 p,q 之 0, 均 有 同 构 
HI(M; 7(L)) S HS" (M) SE HP? (L). 
证 明 ”根据 上 面 的 讨论 , 线性 映射 
H: HS"(M)— Hr"(L), 
[o] Ho 
的 定义 是 恰当 的 , 并 且 既 是 单 射 又 是 满 射 , 因而 为 线性 同 构 . 口 

特别 地 , 根据 Hodge 定理 的 结论 (i), HY(M; Q(L)) 都 是 有 限 维 空 
间 . 这 说 明定 理 4.6.5 的 确 成 立 , 即 紧 致 黎 曼 曲 面 上 的 任何 全 纯 线 从 均 
由 因子 生成 .这 也 说 明 前 一 节 中 的 Gauss-Bonnet 公式 对 任何 全 纯 线 
丛 都 成 立 . 


2 
习 题 5.3 


1. 说 明 引 理 5.3.1 中 的 wi 人 xmaga 是 与 局 部 表示 无 关 的 M 上 的 
整体 (1, 0) 形式 . 

2. 计算 ce A%1(L) 时 Oo 的 局 部 表达 式 . 

3. 说 明 第 三 章 83.2 中 的 Hodge 定理 是 本 节 Hodge 定理 的 特殊 情 
形 . 

4. 设 和 eC, 记 俯 ={o€ A(L)|Do = Ao}. 证 明 : 仅 是 有 限 维 
的 向 量 空 间 . 

5. 在 上 题 中 , 如 果 从 关 @, 则 称 和 为 口 的 特征 值 . 证 明 : 特征 值 
都 是 非 负 实 数 , 且 特 征 值 的 全 体 组 成 的 集合 在 RR 中 是 离散 的 . 


85.4 对 侦 定 理 


设 工 为 紧 致 黎 曼 曲面 M 上 的 全 纯 线 从 , 在 T,M 和 工 上 分 别 有 
Hermite 度量 hh 和 g, 且 h 和 g 分 别 有 局 部 表示 {ha} 和 {ga}), ga 的 联 
络 1 形式 为 9。. 下 面 我 们 考虑 工 的 对 偶 丛 L* = - 工 上 的 度量 , 联络 
和 Hodge 定理 . 如 前 所 述 , 如 果 {fsa} 为 工 的 连接 函数 , 则 {f54} 为 
-世上 的 连接 函数 , 而 -L 上 的 Hermite 度量 由 {gz1} 给 出 , 对 应 的 联 
络 1 形式 为 bu = -96. 设 {sa} 为 工 的 处 处 非 零 的 局 部 全 纯 截 面 , 记 
{34} 为 -LL 上 对 应 的 处 处 非 零 的 局 部 全 纯 截面 有 了 这 些 记号 , 我 们 
定义 算 子 

~: A?3(L)— A®?(—L), 
5 三 wsar 必 一 wqgaga. 
算 子 ~ 的 定义 是 合理 的 : 设 c 另 有 局 部 表示 o = w'se, 则 w' = fgaw. 
因此 有 
W' gp56 = Wfoage feasa = Wgasa. 

这 说 明 算 子 ~ 的 定义 是 恰当 的 . 易 见 ~?= 1. 再 定义 算 子 

:ADA(L) 一 A Pua(—E), * 二 *0O 改 一 人 0 x*. 
易 见 

*(fo) = f#(o), Vf eA"(M), o € A?A(L). 
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这 说 明 # 为 共 轿 同 构 . 
记 --L 的 联络 为 D, 令 
9: A?’(—L) 一 4 1(—L), d=—*D'* 
及 
日: 4p4( 一 万) AP-L), DO=656+65. 
显然 , 口 为 -LL 的 8-Laplace 算 子 . 我 们 有 
引 理 5.4.1 ”沿用 以 上 记号 , 则 有 


oa = (—1)?10#o, VoE€ AP?(L), (5.12) 
#00 = (—1)?14+1d#o, Vo Ee A?'I(L), (5.13) 
i (5.14) 


证 明 设 o€ A?'9(L) 有 局 部 表示 o = wsoa, 则 按照 上 面 几 个 算 
子 的 定义 , 有 


= O(*Wgasa) 


~ 


= [(O * %)ga + Oga 人 \ #0]8a 
= gaO *# w+ Oa Nw Ba 
= Dxo = (-1)?t#(— * D'*0) 
= (一 1)p+9ktga. 
第 二 个 等 式 同 理 可 证 . 有 了 这 两 个 等 式 , 则 第 三 个 等 式 可 如 下 证 明 : 
foDc =#*(69 + 90)o 
= (一 1)z+908go + (—1)?++10#0)o 
= (—1)?+0(—1)?+a0#o + (—1)?+9+16(—1)?+4+1do 
= (56 + 0)#o = Do #0. 


特别 地 , 这 说 明 * 把 调和 形式 映 为 调和 形式 . 口 
从 这 个 引 理 我 们 知道 , 映射 


# :HPA(L) — Hl?'1a(—L), Vp,g>0 
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为 复线 性 空间 的 共 斩 同 构 . 
定理 5.4.2 设 工 为 紧 致 黎 曼 曲面 M 上 的 全 纯 线 丛 , 则 
dim H(L) < oo. 
证 明 ” 设 oe€ Ao°(L), 则 
Do=0 < 全 bo =0 90=0 < 00=0 >o ETh(L). 
由 第 四 章 的 推论 4.2.5 即 知 
dim H™°(L) = dimTh(L) < oo， 


从 而 
dim HYi(L) = dim HM(-L) < oo 
同 理 , 根据 前 节 的 讨论 及 de Rham 定理 , 有 
dim HM(L) < dim H3" =dim H°(M, Qi(L))=dimThn(L + TM)<o%, 


从 而 
dim H™!(L) = dim H'(—L) < oo. 


这 就 证 明了 工 值 调 和 形式 组 成 的 空间 XH(L) 是 有 限 维 的 . 口 
根据 前 一 节 的 推论 5.3.3 立 得 
定理 5.4.3 (Serre 对 偶 定 理 ) ” 设 工 为 紧 致 黎 曼 曲面 M 上 的 全 
纯 线 从 , 则 有 同 构 
HY(M:Q?(L)) ES HI7I(M; QP?(-L)), vp,g>0. 
特别 地 , 当世 = A(D) 时 , 有 
H"(M; QA-D))) SE HM; (AD))). 
由 引 理 4.2.1 和 引 理 4.2.2, 就 有 
diml(D) — dimi(D) 
= dimTn(A(D)) — dim Tn (TM — A(D)) 
= dim H°(M:; Q°(A(D))) — dim H°(M; O° (TH M — MD))) 
= dim H°(M; O° (MD))) ~ dim H°(M; O° (A(-—D))) 
= dim H"(M; O° (AD))) — dim H'(M; O° (A(D))) 
x(A(D)). 


rm 


利用 (4.10) 式 , 我 们 就 重新 得 到 了 Riemann-Roch 公式 . 
我 们 也 可 以 换 一 种 方式 描述 Serre 对 偶 定 理 . 任 取 o € 424( 万 )， 
TE Al-P1-4(—L), 令 
oAT=wAneE A (M), 
其 中 o = wso, 7 = n5a 分 别 为 局 部 表示 . 容易 验证 上 式 与 局 部 表示 的 
选取 无 关 , 因此 我 们 可 定义 映射 
B: APIL) x 4 一 22( 一 万 ) 一 C 
nm 人 vvr 


易 见 更 为 双 线 性 映射 并且 如 果 go = 60', co' = wsa € 429-1(D)， 
or = 0, 则 有 


{go, 7T) 人 auw'Ar= 上 6(w' AT) 


= d(w’ AT]) 三 0. 

M 

对 于 7 有 类 似 的 等 式 成 立 . 这 说 明 更 诱导 了 双 线 性 映射 
$* : HE"(L) x H3 ” (-L)—C. 

Serre 对 偶 等 价 于 说 B* 为 非 退化 的 双 线 性 映射 . 


习 题 5.4 


1. 证 明 引 理 5.4.1 中 的 第 二 个 等 式 成 立 . 
2. 利用 Serre 对 偶 定 理 证 明 : 对 于 紧 致 黎 曼 曲 面 M, 有 同 构 


Hy (CM) EC. 


3. 证 明 : B* 为 非 退化 的 双 线 性 映射 . 
4. 证 明 下 面 的 序列 为 层 的 短 正 合 序列 : 
0 一 CC 一 O 4 01 0， 
其 中 a 为 外 微分 . 
5. 利用 上 一 题 和 Serre 对 偶 定理 证 明 : 对 于 紧 致 黎 曼 曲面 M, 有 
同 构 
Hi(M:;C) SS HM; QT @ HM:; 0). 
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85.5 消 没 定理 


设 工 为 紧 致 黎 曼 曲面 M 上 的 全 纯 线 从 , h 为 T, M 上 的 Hermite 
度量 , 9 为 其 体积 形式 . 取 L 上 的 Hermite 度量 h, 其 曲率 形式 为 9， 
曲率 为 K, 其 中 K 的 定义 由 式 (5.3) 给 出 . 

定义 5.5.1 设 世 如 上 ,如果 存在 工 上 的 Hermite 度量 , 使 得 其 
曲率 KK > 0, 则 称 工 为 M 上 的 正 线 从 , 记 为 上 >0; 如 果 一 L > 0, 则 
称 工 为 M 上 的 负 线 从 , 记 为 工 < 0. 

显然 , 全 纯 线 从 的 正 负 属性 和 7;,M 上 度量 的 选取 无 关 . 我 们 已 经 
知道 , 对 任何 全 纯 线 从 工 , 都 存在 因子 D, 使 得 工 = A(D). 记 d(L) = 
d(D), 由 83.4 中 的 讨论 , 我 们 有 

d(L) < 0 一 1(D) = {0}, 
d(L) > 2g — 2 一 iD) = {0}. 
下 面 我 们 把 上 两 式 解 释 为 全 纯 线 从 上 同调 群 的 某 种 消 没 定理 . 
引 理 5.5.1 沿用 以 前 的 记号 , 如 果 o 为 工 值 的 (1,1) 形式 , 则 
Do= (Dx*o)Q+ V1 (xo)©. 
证 明 ” 记 s=*o€ 4?(L), 则 o = Qs. 我 们 计算 如 下 : 
(Ds)Q = (O09s + 80s)Q = (—-* D’*0s)N 
= (-V-1*D'5s)n = -V-1D'5s. 
因此 有 
Do= (600+90)o = -0O*D’'*o=—0O*D’'s 
= V-10D's = V-10Ds = V-1(D- D')Ds 
= V-1(D?s — D'5s) = V-1s+ (Ds)Q 
= (上 口 *o)Q 十 V=-1(*kc)9 
这 就 证 明了 所 要 的 等 式 . 口 
特别 地 , 如 果 口 c = 0, 则 由 KQ = VvV-18 及 Q 处 处 非 零 得 
Dxo+Kx*o=0. 
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定理 5.5.2 ( 消 没 定理 ) 设 工 为 紧 致 黎 曼 曲面 M 上 的 全 纯 线 丛 ， 
则 有 
(i) 当世 >0 时 , H'(M; Qi(L)) = {0}; 
(i) 当 L-T*M > 0 ,Hi(M;Q(L)) = {0}. 
证 明 (i) 当世 >0 时 , 存在 却 上 的 Hermite 度量 h, 使 得 其 曲率 
K > 0. 因此 , 如 果 o € X51(ZL), 则 
0= (Dx*o+K*o,*0)= (OD*o,*0)+ (K *o,*0o) 
= (Ox0,0*0)+ (Vx*0o,0*0)+ (VK*o,VK*o)>0. 
这 说 明 VK #0o = 0, 从 而 o = 0. 因此 
Hi(M;Q1(L)) SE HYL) = {0}. 
(说 当 工 -7TxM >0 时 ,由 () 知 Hi(M;Qi(L 一 Tx*M)) = {0}. 因 
此 
Hi(M;Q(L)) = Hi(M; QL — THM)) = {0}. 
这 里 我 们 用 到 了 
QL TM) SENAL -TM +TM) = AL). 


下 面 的 引 理 给 出 了 正 线 从 的 判别 法 . 

引 理 5.5.3 ” 紧 致 黎 曼 曲 面 M 上 的 全 纯 线 丛 卫 为 正 线 丛 当 且 仅 
当 d( 工 ) > 0. 

证 明 “如果 工 为 正 线 从 , 则 存在 Hermite 度量 h, 使 得 其 曲率 
K > 0. 由 Gauss-Bonnet 公式 , 有 


V 一 1 1 


反之 , 如 果 d(L) > 0, 我 们 在 L 上 构造 一 个 Hermite 度量 元 使 得 其 曲 
率 为 Te 首先 , 我 们 在 工 上 任 取 一 个 Hermite 度量 加 , 其 曲率 
为 Ko. 令 


w= Kn — ZrdlLI Vo NM. Hn. 
仍 由 Gauss-Bonnet 公式 , 得 


2 区 


上 “一 / zxoo- |/ 2rd( 工 )Vol(M h)-1Q 
M M M 
= 2rd(Z) - 2rd(Z) = 0. 


因此 , 存在 M 上 的 1 形式 w, 使 得 w = dn. 由 紧 致 黎 曼 曲面 的 Hodge 
定理 , 7 可 分 解 为 
7 = nn + dfi + *dfo, 


其 中 加 为 M 上 的 调和 1 形式 , 有 i, fo 分 别 为 光滑 函数 . 因为 w 为 实 
形式 , 因此 7 可 以 取 为 实 形式 , fo 为 实 函 数 . 此 时 有 
KoQ — 2rd(L)Vol(M,h)-'Q = dn = d*dfs = —2V—1600f,, 
即 
V—1o0 +2V-1600f, = 2xd(L)Vol(M,h)-!Q. 
令 刻 = ho .e222, 则 上 式 表 明 Hermite 度量 hh 的 曲率 满足 等 式 
KQ = V-19 = vV=-19u+2vV-150j = 2xd(L)Vol(M,h)- 0, 
从 而 
2rd(L) 
Vol 人 D 


利用 消 没 定理 我 们 可 重新 证 明 如 下 藤 入 定理 : 

定理 5.5.4 ”元 格 为 g 的 紧 致 黎 曼 曲面 M 可 全 纯 谋 入 到 CP9+ 
中 . 

证 了 明 ” 取 定 pe M, 令 D= (2g+1)p, 工 = 和 A(D). 由 于 


dL— TM)=2g9+1-(2g9—2)=3> 0， 
因此 L 一 TxM 为 正 线 从 . 由 消 没 定理 , 有 1(M; Q(L)) = {0}, 从 而 有 
dimTn(L) = dim H°(M:; Q(L)) = x(L)= d(L)+(1 -9g)=g+2. 


取 Ln(L) 的 一 组 基 {80, 51,*…- ;jo 首先 来 说 明 ， {50, s1， ; 3041} 
在 M 上 不 存在 公共 零点 . ( 反 证 法 ) 假设 存在 公共 零点 g, 则 gq 为 Th(L) 
的 公共 零点 , 因而 


Tn(L—ANg)S {se Tn(L)|(s) -a>0}= Ta(L). 
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然而 , 和 上 面 的 证 明 一 样 , L 一 A(q) -TY*AM > 0. 由 消 没 定理 , 有 
H'(M;Q(L — X9))) = {0}, 
因此 层 的 短 正 合 序列 
0— QA(L—A(g)) =» NL) — 5 — 0 
诱导 了 正 合 序列 
0 Tin(L— Mg)) Th(L) 一 下 (Se) 一 0. 
特别 地 , dim Th(L) = dimTh(L 一 入 (gq)) 二 1 这 就 导出 了 矛盾 . 
现在 我 们 定义 映射 ep : M 一 CP9+1 如 下 : 在 工 的 局 部 平凡 化 邻 
域 U 中 , 设 s; 有 局 部 表示 
Si= SiaSa, Sia:Ua—C. 
令 
P(gq) = [s0a(q), sia(q),*** ,Sgt1ia(q)], gq € Ua. 
不 难看 出 yp 的 定义 是 恰当 的 , 且 为 全 纯 映 射 . 下 面 证 明 y 为 全 纯 舱 入 . 
我 们 注意 到 , 选取 In(Z) 的 不 同 的 基 所 得 到 的 全 纯 映射 相互 之 间 只 相 
差 CP9+! 的 全 纯 自 同 构 , 因此 在 下 面 的 证 明 中 , 我 们 在 不 同 的 情况 下 
选取 不 同 的 基 不 会 影响 要 证 明 的 结果 . 
(1) 证 明 y 为 单 射 . 设 q ge M,g 关 q. 令 
Z = 工 一 X(q)， L2=L-AMg+gqg). 
同 前 面 一 样 , 有 HI(M;Q(L1)) = Hi(M;Q(L2)) = {0}, 因此 有 正 合 序 


列 
0— Tn(L1) = Th(L) 一 TGSy) 一 0， 


0 一 TAUZ2) = Tr(L1) 一 下 (So) 一 0. 
选取 In(Z) 的 基 {so, sl,… ,sg+1}, 使 得 
s0(q) #0, {sl, s2?，… ,Sg+1} CTr(Li), 
s1(g) #0, {sa,s3，… ,sg+1} CTn(L2). 
用 这 一 组 基 定 义 的 全 纯 映 射 y 满足 条 件 
2(g) = [1,0,0,.… ,0] #[*,1,0,0,.… ,0] = ¢(q). 
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(2) 设 ve M, 我 们 证 明 y 在 gq 处 非 退化 . 令 
Li 一 也 一 入 (q)， 了 2 一 也 一 入 (29). 
同 前 面 一 样 , 我 们 有 正 合 序列 
0— Ti(L1) = Tr(L) 一 TSo) 一 0， 
0 Ti(L2) — Th(L1) 一 下 (co) 一 0. 
选取 Fn(Z) 的 基 {s0,s1,… ,sg+1}, 使 得 so(q) 关 0, 9 为 s1 的 单 零点 ， 
且 
{s1， cp Sg+1} 和 TnLi); {s2， 9 sg CC Ln(L2). 


用 这 一 组 基 定 义 的 全 纯 映 射 以 gq 为 非 奇 异 点 , 因此 y 在 9 处 也 是 非 退 
化 的 . 口 

本 节 涉 及 的 一 些 思 想 可 以 推广 到 高 维 复 流 形 上 ， 读者 可 参考 有 关 
复 几 何 的 著作 . 


习 题 5.5 


1. 利用 Serre 对 偶 定 理 直 接 证 明 消 没 定理 . 
2. 利用 引 理 5.5.1 证 明 : 五 (M) 兰 C 


3. 设 工 为 紧 致 黎 曼 曲面 M 上 的 全 纯 线 从 , f 为 M 上 的 实 光滑 
函数 , 满足 条 件 ， 
去 12=aD 


证 明 : 存在 二 上 的 Hermite 度量 , 使 其 曲率 正好 为 f. 
4. 证 明 : 对 于 紧 致 黎 曼 曲 面 M, 有 自然 同 构 H3r(M,C)=H31(M). 
85.6” 线 从 的 陈 类 


设 工 为 紧 致 歼 曼 曲面 M 上 的 全 纯 线 从 , 在 L 上 任意 给 定 Hermite 
度量 g, 根据 Gauss-Bonnet 公式 , 有 


/Be=a) 
M 
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其 中 8 为 g 的 曲率 形式 ， 这 说 明 , 实 的 (1,1) 形式 “ze 代表 了 
Hr(M,C) = Ha" (M) 中 的 一 个 元 素 . 这 个 元 素 与 Hermite 度量 9 的 
选取 无 关 , 称 为 工 的 第 一 陈 类 , 记 为 c1(L)， 我们 也 可 以 不 用 Gauss- 
Bonnet 公式 直接 说 明 cl (三 ) 不 依赖 于 Hermite 度量 的 选取 . 

事实 上 , 如 果 另 有 元 上 的 Hermite 度量 g', 设 g 和 9' 分 别 有 局 部 
表示 {ga} 和 {94}, 这 些 局 部 表示 分 别 满 足 等 式 

ga = [fael gg, w= |Balgh, 
则 gh/ga 在 M 上 定义 了 一 个 整体 的 光滑 正 实 函 数 , 记 为 f. 于 是 
9' -6=56mno% -50mnou 
= O01ln(g/ga) 
= 00lnf = dlnf. 

这 说 明 © 和 68’ 在 上 同调 群 中 为 相同 元 素 . 

在 介绍 陈 类 的 基本 性 质 之 前 , 我 们 先 从 另 一 个 角度 来 导出 第 一 陈 
类 的 定义 . 

在 第 四 章 $84.4 中 , 我 们 对 任意 的 全 纯 线 从 工 都 构造 了 Hi(M;O*) 
中 的 一 个 元 素 , 这 个 元 素 不 依赖 于 线 丛 的 同 构 类 ,因此 可 以 把 它 记 为 
加. 考虑 层 的 短 正 合 序列 

0 一 2 一 OO* 一 0 
其 中 同 态 e 由 e(f) = ezrY-17 诱导 . 这 个 短 正 合 序列 诱导 了 层 上 同调 
群 的 长 正 合 序列 
MO) 一 BIO © HA(M;Z) =» ., 
其 中 6* 为 连接 同 态 . 由 此 我 们 得 到 
6*[L| € H2(M:;Z). 
我 们 再 考虑 交换 群 的 短 正 合 序列 
0 地 史 久 CC 0， 
它 可 以 看 成 平凡 层 的 短 正 合 序列 . 包含 同 态 i 诱导 了 上 同调 群 的 同 态 
i* : H2(M;2Z) — H?(M;C). 


2 EE 


现在 我 们 得 到 了 
6*[L| € H2(M;C). 

根据 de Rham 定理 , 平凡 层 C 的 上 同调 群 和 复 系数 de Rham 上 同调 
群 之 间 存 在 着 自然 的 同 构 . 我 们 下 面 来 说 明 , 在 自然 的 de Rham 同 构 
之 下 , i = ci(L). 为 了 说 明 这 一 点 , 我 们 必须 把 连接 同 态 5* 和 de 
Rham 同 构 的 具体 表达 式 弄 清楚 . 

先 看 连接 同 态 ， 设 工 的 连接 函数 为 {fa} 利用 局 部 的 极 坐 标 ， 
faa 可 以 写 为 


fea = |faale'ee = 0 i= V 一 1 


其 中 
gpa = 二 了 |jaa| 十 pe- 
因为 连接 函数 满足 条 件 Jpoajov 6 三 ]， 故 有 等 式 


In|fea|+ln|lfay|+ln|fya|=0 


和 
08a + bo + 0%y8 € 27Z. 
这 说 明 
9By 一 gar 十 gap = 二 (bp — boy + bap) EZ. 
今 


1 
CapB7y = 元 ep， — bay 十 gap)， 


则 {caey} 为 平凡 层 Z 的 2 次 闭 上 链 , 它 代表 的 上 同调 元 即 为 6*[]. 
在 继续 下 面 的 内 容 之 前 我 们 要 指出 两 点 : 一 是 从 连接 函数 {fga} 
出 发 得 到 2(M;Z) 中 元 素 的 过 程 不 需要 假设 feo 的 全 纯 性 , 只 要 是 
处 处 非 零 光 滑 函 数 并 满足 连接 函数 的 条 件 即 可 , 即 对 于 光滑 复线 丛 我 
们 仍然 可 以 定义 陈 类 ; 二 是 这 个 构造 过 程 没 有 用 到 任何 度量 . 
我 们 继续 说 明 c1(L) se H3R(M;C) 在 de Rham 同 构 下 就 是 上 面 
得 到 的 6*[L] € H2(M;Z).， 先 回顾 一 下 de Rham 同 构 HigR(M;C) 一 
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H2(M;C): 给 定 M 上 的 2 形式 w, 由 Poincaré 引 理 , 局 部 上 w 可 以 写 

为 w= 2 念 Nap = 718 一 Ma, 则 NapB 为 局 部 的 闭 形式 . 再 由 Poincaré 

引 理 , 局 部 上 wag 可 以 写 为 mag = dtae, 其 中 和 ae 为 局 部 函数 , 并 且 
d(€8y — éay 十 6a6) = 0. 

因此 So 一 Ser + Ea 为 局 部 常 值 函数 , 它 定义 了 平凡 层 C 的 一 个 2 次 

闭 上 链 , 这 个 闭 上 链 代表 的 上 同调 类 即 为 [w] 在 de Rham 同 构 下 的 像 . 


我 们 现在 把 上 述 论述 用 于 c1(L) = | 设 工 的 联络 1 形式 
为 {0}, 则 由 曲率 形式 的 定义 , 有 
VvV—1 sh 
dd 
因此 可 取 no = Tg, 注意 到 联络 形式 满足 条 件 
0 一 08 = Oln foa 王 : dln fea, 


ln fea = 


1 1 
a os—/= nl|feal+ =—0pa 
Si 元 站 二 nl|fpal + 于 6 


最 后 有 


1 1 4 
£8y — éar + éap = 37 ln |fey| — i ln|fay|+ ne In|fagl 


1 1 
十 区 06 一 元 gun 站 


二 ba 
2 元 B 


= Capy: 


这 说 明 , 在 de Rham 同 构 下 , ci(Z) 的 像 的 确 为 8*[L] e H?(M:;Z) 在 
H?2(M;C) 中 的 像 . 因此 我 们 可 以 不 再 区 分 它们 , 并 且 我 们 也 不 区 分 它 
在 HH2(M;RR) 兰 瑟 27(M) 中 的 像 . 

第 一 陈 类 具有 如 下 基本 性 质 : 

引 理 5.6.1 (D 设 M 为 紧 致 黎 曼 曲面 , 则 第 一 陈 类 定义 了 同 态 

c1:£L— Hn(M), 

并 且 如 果 M 上 的 实 (1,1) 形式 ww 在 M 上 的 积分 为 整数 , 那么 存在 全 
纯 线 丛 工 , 使 得 
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cl 了 ) = [wl; 

(ii) 设 $:MM 一 NN 为 紧 致 黎 曼 曲面 之 间 的 全 纯 映射 , 工 为 N 上 的 

全 纯 线 从 , 则 
a(¢*L)= $c1(L). 

证 明 (i) 根据 上 面 的 论述 容易 看 出 , 全 纯 等 价 的 线 从 的 第 一 陈 类 
是 相同 的 . 如 果 工 为 平凡 线 丛 , 则 取 Hermite 度量 为 平凡 度量 , 其 曲 
率 恒 为 零 , 因而 工 的 第 一 陈 类 为 零 . 如 果 三 ,Za 为 M 上 的 两 个 全 纯 
线 丛 , 其 Hermite 度量 分 别 有 局 部 表示 {hia} 和 {hza}, 且 对 应 的 曲率 
形式 分 别 为 81, 62, 则 {hiahza} 定义 了 Li 十 L。 上 的 一 个 Hermite 度 
量 , 其 曲率 形式 

© = 0600n(highza) = O00lnhia + 00lnhza = O11+ Os, 


即 cl(Zi + Za) = cl(D1) 十 ca(L2). 这 说 明 ci 为 群 同 态 . 
设 wo 为 M 上 的 实 (1,1) 形式 , 且 


"=/ wEZ. 
M 


任 取 pe M, 则 


因此 c1(A(np)) = 四]. 
(i) 设 {ga} 为 工 上 的 Hermite 度量 的 局 部 表示 , 则 {go 9} 为 
9*L 上 的 Hermite 度量 的 局 部 表示 , 因此 
OgpL = O00 ln ga o9= $*00 1n go = pOL, 
即 ci($*L) = ¢*ci(L). | 口 
本 节 涉 及 的 陈 类 是 陈省身 先生 首先 定义 的 , 它们 在 复 几 何 中 是 不 
可 或 缺 的 重要 概念 . 


习 题 5.6 


1. 证 明 : 复线 从 (未 必 全 纯 ) 的 第 一 陈 类 在 底 空间 M 上 的 积分 总 
是 整数 . 


85.6 ” 线 从 的 陈 类 219 


2. 设 w 为 紧 致 黎 曼 曲面 M 上 的 实 (1,1) 形式 ,在 M 上 的 积分 为 
整数 . 证 明 : 存在 M 上 的 全 纯 线 丛 工 , 使 得 cj(L) 正好 以 w 为 代表 . 

3. 写 出 群 的 同 构 H2(M;C) 一 H3r(M;C) 的 显 式 表 达 式 . 

4. 证 明 : D, C 上 的 全 纯 线 从 都 是 平凡 的 . 


附录 A 三 角 训 分 和 Euler 数 


我 们 考虑 紧 致 黎 曼 曲面 M. M 上 的 闭 集 了 称 为 一 个 三 角形 , 如 
果 它 是 平面 C 上 某 个 三 角形 的 拓扑 像 . 这 时 , 平面 三 角形 顶点 的 像 称 


的 一 个 覆盖 , 且 其 中 两 个 三 角形 7;, 帮 要 么 不 相交 , 要 么 交 于 某 个 顶 
点 , 要 么 交 于 某 条 边 , 则 称 { 工 } 为 M 的 一 个 三 角 剖 分 . 容易 看 出 , 黎 
曼 球 面 上 存在 很 多 三 角 剖 分 . 

命题 ” 紧 致 黎 曼 曲面 总 存在 三 角 训 分 . 

证 明 设 M 为 紧 致 黎 曼 曲面 , 取 M 上 的 非常 值 亚 纯 函数 f : 
M 一 S, 取 S 的 一 个 三 角 剖 分 , 使 得 广 的 分 歧 点 的 像 均 为 该 三 角 剖 分 
的 顶点 . 于 是 $ 的 这 个 三 角 剖 分 中 的 三 角形 在 f 下 的 原 像 仍 为 三 角 
形 , 从 而 S 的 这 个 三 角 章 分 经 过 f 拉 回 后 成 为 M 的 一 个 三 角 放 分 (下 
称 拉 回 剂 分 ). 口 

给 定 M 的 一 个 三 角 剖 分 , 记 其 顶点 的 个 数 为 了 , 边 的 个 数 为 ， 
三 角形 ( 面 ) 的 个 数 为 F, 定义 

X=F—E+i+V. 


根据 初等 的 代数 拓扑 学 , 我 们 知道 x 是 一 个 拓扑 不 变量 , 它 不 依赖 于 
AM 的 三 角 痢 分 的 选取 . 我 们 称 x 为 M 的 Euler 数 . 下 面 我 们 来 计算 
此 Euler 数 . 容易 算出 , 黎 曼 球面 的 Euler 数 为 2. 

对 于 一 般 的 紧 致 黎 曼 曲面 M, 由 于 x 不 依赖 于 三 角 剖 分 的 选取 ， 
因此 我 们 采用 上 面 命题 中 的 三 角 剖 分 . 设 S$ 上 的 三 角 痢 分 有 六 个 顶 
点 , B' 条 边 和 严 个 面 , 再 设 f 的 重 数 为 n, 则 由 于 S 的 三 角形 内 的 点 
在 M 上 有 ?7 个 不 同 的 原 像 , 因此 M 的 拉 回 剖 分 有 下 = nF' 个 面 ; 同 
理 , 拉 回 冲 分 有 = ngE’ 条 边 . 设 g 为 $ 的 三 角 剖 分 的 顶点 , 则 其 原 
像 个 数 为 n 一 Bus 其 中 


B= Sf 


pEf (9) 
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因此 拉 回 剖 分 顶点 个 数 为 


V=nV = )》 B=nV = By 
9 


利用 Riemann-Hurwitz 定理 , 有 
X=F-E+V=n(F -E+V)-B: 
=2n— [(29—2) —n(0—2)] =2—2, 


其 中 9 为 M 的 亏 格 . 
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附录 B Hodge 定理 的 证 明 


我 们 在 这 个 附录 中 给 出 第 五 章 中 Hodge 定理 的 证 明 . 设 工 是 紧 
致 黎 曼 曲 面 M 上 的 全 纯 线 从 . 我 们 在 前 面 已 经 证 明 过 , 调和 形式 的 空 
间 XK(L) 是 有 限 维 的 , 因此 存在 投影 五 : A(L) 一 XK(L), 使 得 对 任意 
o € A(L), 均 有 

(o— Ho,7)=0, v7€NH(L), 
即 o 一 Ho eH+(L), 其 中 
Hi(L)= {co€ A(L)|(o,7)=0, Yr EeN(D)}. 
剩 下 我 们 只 要 证 明 : 任 给 o e H+(L), 均 存 在 re A(L), 使 得 
+ = 人 


这 里 7 之 所 以 存在 , 是 因为 口 是 一 个 椭圆 算 子 . 求解 7 的 基本 步骤 是 
先 找 一 个 “ 弱 解 ”, 然后 逐步 提升 解 的 正则 性 从 而 最 终 得 到 光滑 解 . 为 
此 我 们 在 比 光 滑 形式 的 空间 A(L) 更 大 的 一 类 空间 中 考虑 问题 , 即 要 
考虑 工 值 微分 形式 的 Sobolev 空间 , 它们 是 A(L) 在 某 种 范 数 下 的 完 
备 化 . 

设 ce A(L), 令 


lolo = [(o 0)]3, 


则 |.lo 在 4(Z) 中 定义 了 一 个 范 数 , 且 A(L) 在 此 范 数 下 的 完备 化 是 
一 个 Hilbert 空间 , 记 为 王 o( 万 ). 考虑 4A(L) 中 的 算 子 P=0+9. 令 

lo = [(0,0) + (Po, Po 二 Voe A(D), 
则 |:|i 在 4A(L) 中 也 定义 了 一 个 范 数 , 且 4(L) 在 此 范 数 下 的 完备 化 
记 为 Hi(L). 对 于 s > 1, 我 们 递归 地 定义 范 数 | .|s+1 如 下 : 

lolst1 = [lold + IPol2]?, voeA(D). 

A(L) 在 范 数 | . |。 下 的 完备 化 记 为 五 (7 这 些 空间 玉 ,(L) 统称 
为 全 纯 线 从 上 的 Sobolev 空间 . 由 范 数 的 定义 可 知 
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“CHsn(L)C HS(L)C::.C Hi(L)C Ho(L). 


对 于 > 0, 记 C*(L) 为 由 C* 的 工 值 微分 形式 全 体 组 成 的 线 
性 空间 . 设 o € Ho(L)， 如果 存 在 7 e C*(L), 使 得 |o -= rlo = 0, 则 
称 o EC*(L) 或 o =TE Cr(L). 设 n > 1,o€ Ho(L), 如 果 存 在 
04E 五 0( 工 )， 使 得 

(0',7)= (0,P"7), YTE€ A(L), 


则 称 在 弱 的 意义 下 _Pn"c 存在 , 记 为 Pro = co/( 弱 )， 显 然 , 如 果 ce 
C"(Z)(m > 1), 则 在 弱 的 意义 下 的 Pr"c 中 通常 意义 下 的 微分 算 子 的 作 
用 是 一 致 的 . 因此 , 在 不 引起 混淆 时 , 我 们 可 把 “ 弱 ” 字 省 去 . 

我 们 有 如 下 几 个 重要 的 引 理 : 

引 理 1 Hsri(L)= H'j(L)= {o € Hs(L)|Po € Hs(L)},Vs> 
0, 并 且 


lols+1 = |olé + |Pols. 


引 理 2 (Rellich 引 理 ) ”包含 映射 i: Hi(L) 一 Ho(L) 为 紧 算 子 . 

引 理 3 (Sobolev 引 理 )  H2;,(L) COCs(L), vs>0. 

我 们 先 假定 上 面 的 三 个 引 理 是 成 立 的 , 并 用 它们 来 推导 Hodge 定 
理 . 首先 , 由 Rellich 引 理 可 以 重新 证 明 XH(L) 是 有 限 维 的 . 事实 上 , 如 
果 XH(L) 不 是 有 限 维 的 , 则 存在 一 列 在 内 积 (,…) 下 规范 正 交 的 {0;} C 
A(L), 且 Po; = 0. 此 时 


loil? = lo 二 Po =loi =1. 


由 Rellich 引 理 可 知 , {0;} 在 Ho(L) 中 存在 Cauchy 收敛 子 列 , 但 这 和 
I0i 一 0;l8 = 2(i 关 7) 相 矛 盾 . 

下 面 继续 证 明 Hodge 定理 . 我 们 有 

引 理 4(Weyl 引 理 ) (i) 设 o€ Ho(L), Po € A(L), 则 co € A(L); 

() 设 oc€ Hi(L),Doe A(L), 则 oe€ A(L). 

证 明 (i) 设 o€ Ho(L), Po € A(L) CcC Ho(L), 由 引 理 1 可 知 
o € Hi(L). 现在 仍 由 Po se A(L) c Hi(L) 得 o € H2(L)， 由 此 类 推 , 
最 后 得 

o EH(L), Vs>0. 
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由 Sobolev 引 理 知 
o EC*(L), vk>0, 


即 ce A(L). 
(ii) 设 o€ Hi(L), Do € A(L), 则 Po € Ho(L), P(Po)= Do € 
A(L). 由 (i) 知 Po e A(L), 再 用 一 次 (i) 知 o€ A(L). 口 


这 个 引 理 也 称 为 算 子 P 和 口 = P? 的 正则 性 引 理 . 特别 地 , 如 果 
o € Ho(L), Pa =0 或 oo€ Hi(L), Do=0, 则 oe€ A(L). 
引 理 5 存在 正常 数 c, 使 得 
(Po, Po) > c2(0,0), Vo ENH+(L). 
证 明 ”用 反 证 法 . 如 果 不 然 , 则 存在 一 列 ci es H+(L), 使 得 
(0i,0i)=1, (Poi Poi) 一 0, 1 一 oo. 
这 说 明 {oi;} 在 (LZ) 中 为 有 界 点 列 . 由 Rellich 引 理 , 存在 {0;} 的 子 
列 ( 仍 记 为 {0;}) 在 Ho(L) 中 收敛 , 记 其 极限 为 o. 对 任意 r e 4( 姜 )， 
有 
to P7)| = lim |(0i, P7))| 
= lim |(Poi, 7)| 
< lim |Poilo ro 
=0. 
这 说 明 Po = 0( 弱 ). 由 Weyl 引 理 可 知 ce A(L), 从 而 o € XH(L). 又 
由 oz e H+(L) 得 
(0,0) = lim (o， oi) = lim0 = 0， 
因此 o = 0. 但 这 跟 (0;, oi) = 1 及 o; 在 Ho(L) 中 收敛 于 o 相 矛 盾 . 口 
这 个 引 理 表明 , 在 H+(L) 上 , 我 们 可 以 定义 范 数 | .|P， 
lolp = (Po, Po)i, 
并 且 范 数 | .|p 和 | :|1 等 价 . 我 们 将 H+(L) 在 范 数 | . |p 下 的 完备 化 
记 为 H+(L) C 万 (万 ). 它 是 一 个 Hilbert 空间 , 其 内 积 记 为 [-, -]. 
引 理 6 口 :H+(L) 一 H+(L) 为 线性 同 构 ,， 且 其 北口 -1 满足 
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ID-iclo < c-!l|olo. 
证 明 ”首先 , 如 果 cs A(L), 则 
(Do,7)={o0D7)==(60,0)=0, YreH(L). 
因此 口 c es H+(L). 其 次 , 如 果 go € H+(L), Do =0, 则 oe XK(L), 从 
而 o = 0. 这 说 明 口 为 单 射 . 
为 了 说 明 口 为 满 射 , 给 定 r e H+(L), 我 们 在 H+(L) 上 定义 如 下 
线性 泛 函 y: 
p(f)=(f,7), Vf en (LD). 
由 引 理 5 可 知 
lp(f)|=|(f,7)| < |flo: Irlo < ce rlolflp, 
”因此 yg 为 H+(L) 上 的 有 界线 性 泛 函 , 它 可 以 唯一 地 延 拓 为 H+(L) 上 
的 有 界线 性 泛 函 , 仍 记 为 p. 根据 Riesz 表示 定理 , 存在 oe H+(L), 使 
得 
wp(f)=[f,0], vf eHT(L). 
特别 地 , 有 
(f,7)= (Df,o), v fen- (L). 
因为 re H+(L), 故 上 式 对 任意 fe A(L) 也 成 立 . 这 意味 着 
Do = 7( 弱 ). 


由 Weyl 引 理 可 知 o € A(L). 这 说 明 口 为 满 射 . 口 
现在 我 们 定义 如 下 线性 算 子 : 
G: A(L)— A(L), 
om DO- !(o — Ho), 
其 中 五 : 4A(L) 一 KH(L) 为 投影 . 显然 , o - Ho € H+(L), KerG = 
五 (L),G(A?:4(L)) C 424(). 我 们 证 明 G 为 紧 算 子 . 设 {0;} Cc A(L)， 
loilo < 1, VY i. 由 Rellich 引 理 , 我 们 只 要 证 明 {Go;} 在 硬 (L) 中 有 界 
即 可 . 事实 上 ， 
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|Goil? = (Goi Goi) = 二 (PGoi, PGo:) 
一 (DO 1(o; w= Hoi), Dl(o; 一 Ho:;)) 
十 (DOO!(o; Ho:i), D1(o; Es Ho:i)) 
:3 c™2|o; 一 Hoi|? 十 [oi 一 Hoilo|D (0; 一 Hoi)lo 
委 c2+cl. 
这 说 明 G 的 确 为 紧 算 子 . 任 给 oe 4A(L), 有 
DGo= O00 l(c— Ho)=0o— Ho, 
即 
oo= Ho++DGo. 
这 说 明 我 们 有 正 交 分 解 A(L) = H(L) @ 口 GA(L). 
最 后 说 明 G6 = 5G, G3 = 9G, 从 而 DG = GO. 以 前 者 为 例 , 注 
意 到 8H+(L) Cc H+(L), GA(L) Cc H+(L), 因此 有 
Gac = GO(Ho +0DGo)= GHD Go = GDO5Go = OGo. 
下 面 我 们 来 给 出 引 理 1, 2, 3 的 证 明 . 这 些 证 明 依赖 于 一 个 光滑 化 
的 算 子 . 我 们 有 
(1) 设 o € 及 s41(L), 则 存在 {oi;} c A(L), 使 得 
loi—ols+1 一 0，1 一 oo. 
由 | :|s+1 的 定义 知 {Poi} 在 瓦 (Z) 中 为 Cauchy 列 ， 其 极限 即 为 
Po( 弱 ). 这 说 明 
Hsri(L) C {0o € Hs(L)|Po € Hs(L)}. 
(2) 如 果 fe 40(M) 为 M 上 的 光滑 函数 , 则 对 任意 的 ce Hs(L)， 
有 foe Hs(L), 且 
|fols < c(f)lols, 


其 中 c(f) 是 由 f 决定 的 常数 . 
(3) 取 C 上 的 光滑 截断 函数 % : C 一 R, 使 得 


b>0; $(z)=0, VzeC-D; fo=1. 
C 
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任 给 。>0, 令 
$e(z) = -6(=). 
设 U 为 C 中 的 有 界 开 集 , 令 
$e : LU) = (OC), 
SU)O= 3 {le -w/w)dw A 
C 
其 中 f 在 U 之 外 定义 为 零 . 不 难看 出 5.(/) 总 是 C 上 的 光滑 函数 
现在 我 们 取 定 M 的 一 个 有 限 坐标 邻 域 开 覆盖 {Ui}, 使 得 在 每 


个 开 集 Un 上 都 有 局 部 平凡 化 , 因此 也 有 处 处 非 零 的 全 纯 截 面 sk. 设 
{px} 是 M 上 从 属于 开 和 覆盖 {Ui} 的 光滑 单位 分 解 , oe 媚 (Z), 则 


gS PkO = DJ oppoask, 

k k 

其 中 po = 1, dzx, dq 亚 或 0 ,而 9 为 M 的 体积 形式 . 令 
Se(o) = 站。 Se (ok)PpoSk, 
k 

则 Se(o) e A(L), 且 

(三 ck 
这 样 我 们 就 定义 了 线性 算 子 

Se : Ho(L) 一 A(L). 


这 个 算 子 称 为 光滑 化 算 子 , 它 具 有 如 下 性 质 : 
命题 7 5。: Ho(L) 一 Ho(L) 为 紧 算 子 . 
证 明 ”根据 定义 及 上 面 的 讨论 , 我 们 只 需 证 明 : 如 果 U 为 C 中 


有 界 开 集 , o; € L2(U)， / loi? < c 则 {Se(0i)} 为 C 中 一 致 有 界 且 等 
U 
度 连 续 的 函数 . 事实 上 ， 


[Se(oi)(2)| < 人 A eh 


这 说 明 {Se(oi)} 是 一 致 有 界 的 . 又 
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[Se(03)(2) — Seloi)(z)| < supldtllz = 2 jad] 
< sup|9’||z — zc Vol(U)?, 


等 度 连续 性 也 得 到 了 证 明 . 因此 , 由 Ascoli-Arzela 定理 可 知 , {5。(o;)} 
有 一 致 收敛 子 列 , 特别 地 在 L?(C) 中 有 收敛 子 列 . 口 
在 证 明 下 一 条 性 质 之 前 , 我 们 先 写 出 算 子 P 的 局 部 表达 式 : 
当 g e A(L) 时 , 有 


Ook 
a dzZkSk; 


Pr=p+o=p= 一 
Ozk 


当 e A410(L) 时 ,有 


Oo 
一 A dzkSk; 


Po = 00o++Vo = 00=— 
Ozk 


当 e A%1(L) 时 , 有 


Po = O(okdzksk) —*D’* (ogdZk sk) 


=—V—l* (Fd NM dzZkSk + OkdZk 人 Oksk) 
Ozk 


Oo 

_ op-—l RY 

一 2 (mw De) 
当 ce43(Z) 时 , 有 

Rg = ac + Yo 二 六 = -VST(Szdaz 二 akpk )sk: 
Ozk 

命题 8 ”对 整数 s> 0, 有 
(i) |Se(o)—ols —0, ae—0, Vo EH,(L); 
(i) |PSe(c) — Se(Po)ls —» 0, e—0, Vo EH (DL). 


证 明 ”我 们 可 以 假设 o 的 支 集 包 含 于 某 一 个 局 部 坐标 邻 域内 , 此 
时 o 可 以 写 为 


0 = Ok Sk 


当 s=0 时 , 利用 Schwarz 不 等 式 有 
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1Se(c)li = |(Se(ok))pa slo < clSe(ox)lL2(c) 


=ef| hs 
< 人/ $e(wlox(z — wl tel) 
=e vetw) {lox(z -wp 


wo 人 $e(w)lorl22cc) < clcl. 


任 给 5 > 0, 取 co' s A(L), 使 得 
lc -olo <5, 
则 有 
|Se(o) — olo & |Se(g ~o)o +l|Se(o)—o lot+lo ~ olo 
gclo’ —olo +6+|Se(o')— olo 
fet) le 
当 co' e A(L) 时 , 由 定义 容易 证 明 , 当 = 一 0 时 , Se(o') 在 C?(L) 中 一 
致 收敛 到 o', 因此 上 式 说 明 
|se(c) 一 lo 一 0， VvoE€ Ho(L). 
设 ce Ho(L), Po € Ho(L), 利用 上 面 算 子 P 的 局 部 表达 式 及 分 
部 积分 不 难 证 明 , 存在 与 vc 有 关 的 户 , 户 es 40(0M) 及 ni,72 € HI(L)， 
使 得 
IPSe(o)—Se(Po)lo &|fiSe(71)—Se(fini)lot+|foSe(P72)—Se(foPr72)lo 
< |fiSse(71)— finlo+|fin — Se(fiT1)lo 
十 | 户 5e(Pm) 一 户 Przlo 十 | 户 Pr — Se(f2P72)lo 
和 clSe(ni)— nilo+|fin — Se(fiTi)lo 
+ clSe(P72) — Pr2olo t+ |f2T2 — Se(f272)lo0 一 0. 
这 就 证 明了 s = 0 时 结论 成 立 . 
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假设 s =n 时 结论 成 立 , 则 
当 oe€ Hnr(L) 时 , 有 
|Se(o) — olnt1 < |Se(o)— olo +|PSe(0) — Poln, 
<|Se(o)—olo+|PSe(o) — Se(Po)ln, 
+|Se(Po) — Poln —0. 
当 o € H/o(L) 时 , 由 前 一 情形 的 结果 有 
|PSe(c) — Se(Po)|n4i 
< |fiSe(n)— se(fini)|nti t+ |f2Se(P72) — Se(foPr2)|nti 
& |fiSe(ni)= finilngit |fini = Se(fini)|n41 
+ |f2aSe(P72) — foProln+1 t+ |foPr2 — Se(foPr2)|n+1 
和 clSe(n)— nntit |fin — Se(fini)|nti 
+ clSe(P72) — Pr2alntit+ |f2T2 — Se(f272)|n+1 一 0. 
综 上 , 由 数学 归纳 法 知 引 理 对 任意 整数 s > 0 均 成 立 . 加 


现在 可 以 给 出 引 理 1 的 证 明了 . 我 们 只 需要 证 明 : 任 给 o € 五 。( 姜 )， 
如 果 Po e 厂 ,(L), 则 oe ;41(L). 事实 上 , 由 命题 8 得 


|IPSe(o) — Pol|s < |PSe(o) — Se(Po)|s +|Se(Po)— Pols 一 0， 


这 说 明 {5(o)} 在 五 41(L) 中 为 Cauchy 列 , 其 极限 ce 五 (并 
且 


工 
lolst1 = [lolé + |Pols]™. 


这 就 证 明了 引 理 1. 
为 了 证 明 引 理 2, 需要 将 上 面 的 估计 做 一 点 改进 . 我 们 要 证 明 : 当 
o € Hi(L) 时 ,有 
|Se(o) — olo < celoli. (B.1) 
无 妨 假设 ce A(L). 我 们 先 考虑 C 中 具有 紧 支 集 的 光滑 函数 . 设 /是 
这 样 的 函数 , 其 支 集 包含 于 有 界 开 集 U. 固定 we C, 令 


gu(z) = f(z + w)— f(2), 
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则 gw 仍 为 具有 紧 支 集 的 光滑 函数 , 且 
中 1 of 1 of 
dul(z2) = | Bz 十 tw)dt 十 "| By + tw)dt. 


利用 Schwarz 不 等 式 得 


2 


1 
jgw (2)|? < 222 re) dt+2y 人 (e+ tw) dt 
0 
从 而 有 
of 2 
|gu|zava) < 272 a (z+ tw) 2y2 dt (Zz 二 tw) 
0 clOy 
< 2|wl? z|97| 
Oz jp 
由 光滑 化 算 子 的 定义 有 


(S:(1) = Da) = f [f(z— ew — Fa ot) = /est 
再 次 利用 Schwarz 不 等 式 可 得 


-so = {| [90600 
< /ooP 人 /ge 
-人 ecoP 人 /se 


0 2 
< {wep {20hop 
D D “172(C) 
2 
< ce? a i 
Oz 12(0) 


设 o= okpvsk € A(L), 则 
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|Se(c) — ol0 = |(Se(ok) — ok)posklo 
< clSe(ok) 一 ok|L2(C) 


2 
Ook 


<ce? < ce2|ol?. 


2 IL2(C) 


现在 我 们 证 明 引 理 2. 取 {0;} C Hi(L), 使 得 |o;|1 < 1. 由 命题 7 
可 知 , 对 任 给 s > 0, {Se(oi;)} 在 Ho(L) 中 有 收敛 子 列 . 另外 , 由 (B.1) 
式 可 知 


|Se(0i) — oilo < ceé, 


即 在 Ho(L) 中 Se(ci) 一 致 地 逼近 ci. 通过 取 = = 2 下 *(k = 1,2,…), 利 
用 对 角 线 选取 法 不 难 知道 , {ci} 在 Ho(L) 中 有 收敛 子 列 . 这 就 证 明了 
引 理 2. 

最 后 , 我 们 证 明 引 理 3. 先 考虑 C 上 具有 紧 支 集 的 光滑 函数 . 设 f 
是 这 样 的 函数 , 其 支 集 包 含 于 有 界 开 集 U. 我 们 有 


f(z)} = I 站 ou 
2 
2/ 
人 


2 


of 
二 ， 
< va [ ey 


2 


f(a)P < 


of 
汪 Bro Ey dxdy 


因为 f 具有 紧 支 集 , 利用 分 部 积分 , 有 


of Of 到 of Of 
Cc OrOy OrOy i c Or OyOTOY | 


三 全 of dz 
~ /orarovoy 


加 02f O02f 
Jc OrOr OyOy 


1 
<3 /ry 


dzrdy 


网 


最 后 我 们 得 到 如 下 估计 : 
fa) < 2Vol(D) i IAfl?, vzer. (B82) 


设 c = opposs E Ho(L)， 在 4A(L) 中 取 一 列 o; = oirposx, 使 得 
lo -olz 一 0. 利用 (B.2) 式 得 
|oik — ojk|? < 有 |A(aik 一 cjp)| 
< cloi — ol2. 


这 说 明 o; 在 M 上 一 致 收敛 于 C?(L) 中 的 元 素 , 因此 oe C?°(L). 所 
以 Hz(L) C Co(L). 
一 般 地 , 如 果 o = okpvsk E H2(L), 则 类 似 地 有 


pa — ojk)| < cloi 一 cjl3， 

这 说 明 o; 在 M 上 一 致 收敛 于 C1(L) 中 的 元 素 , 从 而 Hs(L) C C1(L). 
如 果 ce Hzjs(L)(s > 2), 则 og € C1(L), 并 且 由 Po es ys(L) 知 
Po s Cs-1(L). 根据 P 的 局 部 表达 式 就 知道 此 时 o es Cs(L). 注意 ， 
这 里 用 到 了 如 下 重要 事实 : P 的 局 部 表达 式 中 含有 各 个 方向 的 偏 导数 . 
这 样 我 们 就 证 明了 引 理 3, 从 而 Hodge 定理 最 后 也 得 到 了 证 明 . 
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